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SISTEME VIBERANTE TRIILOBICE
Florentin Smarandache, Mircea Eugen Selariu
1.INTRODUCERE

Trilobele sunt functii supermatematice circulare excentrice (FSM-CE) de excentricitate
unghiulara € = % cu notatiile cet® siset, pentru cosinusul si, respectiv, sinusul excentrice trilobice,
avand ecuatiile:
cetl = cex [9,5 (s, g)] = cos{f — arcsin [s. sin (9 - g)]} = cos [0 + arcsin [s.cos0]]

1)

setf = sex [9,5 (s, g)] = sin{f — arcsin [s. sin (9 - g)]} = sin [0 + arcsin [s.cos0]]

n care S este un punct, denumit excentru, din planul cercului unitate CU[O(0, 0), R = 1], de coordonate
polare S(s,e). In care s € [-1,+1] este excentricitatea liniara numerica si e = Rs este excentricitatea
liniara reala, pentru un cerc oarecare de raza R, iar € este excentricitatea unghiulara.

Graficele functiilor supermatematice excentrice trilobice (FSM-ET) sunt prezentate in figura 1.

I Plot[Evaluate[Table[{Cos[t 4+ ArcSin[sCos[t]]]}, Plot[Evaluate[Table[{Cos[t + ArcSin[sCos[t]]]},
{s,—1,03],{¢t, 0,2Pi}]] {s,0,+1}],{t, 0,2Pi}]]

Plot[Evaluate[Table[{Cos[t + ArcSin[sCos[t]]]}, ParametricPlot3D[{t, Cos[t + ArcSin[0.1sCos[t]]],0.1s},
{s,—1,+1}],{t, 0,2Pi}]] {s,—10,10},{t, 0,2Pi}]

I Fig.1,a Graficele functiilor trilobice C de variabila excentrica 6 cetf




I Plot[Evaluate[Table[{Sin[t + ArcSin[sCos[t]]]},
{s,—1,0}],{t, 0,2Pi}]]

Plot[Evaluate[Table[{Sin[t + ArcSin[sCos[t]]]},
{s,0,1}], {¢t, 0,2Pi}]]
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Plot[Evaluate[Table[{Sin[+ArcSin[sCos[¢]]]}, ParametricPlot3D|[Evaluate [Table [{¢, Sin [¢
{s,—1,1}],{t, 0,2Pi}]]
+ ArcSin[sCos[t]]] s}, {s,~1,13], {£, 0,2Pi}]]

10

\‘

05

N

- 05

\ /
\\. L‘

- 10

| Fig.1,b Graficele functiilor trilobice S de variabila excentrica 6 set

I ParametricPlot[Evaluate[Table[{Cos[t — ArcSin[0.1sSin[t]]],

ParametricPlot[Evaluate[Table[{Cos[t + ArcSin[0.1sCos[t]]],
Sin[t — ArcSin[0.1sSin[t]]]}, {5, —10,0}]], {¢, 0,2Pi}]]

Sin[t + ArcSin[0.1sCos[t]]]}, {s, —10,0}]], {¢t, 0,2Pi}]]

S
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Z

\:I
I {x:cex@ Sde S(sinus) sau de {x=cet9 >de C(cosinus) sau de
y = setf e S(sinus) sau de'y y = cexb @ Clcosinus) sau de x

| Fig.2,a Graficele trilobelor S (TS) « si a trilobelor C (TC)» de variabild excentrica 6 Th 2D

Functiile supermatematice excentrice trilobice sunt abreviate cu (FSM-ET).




Rezulta ca, pentru o excentricitate liniard numerica s = 0, FSM-ET degenereaza in functii
circulare centrice (FSM-CC) sau functii circulare / trigonometrice Euler ordinare cosa si sina (s=0
= @ =0), iar pentru o excentricitate unghiulara € = 0 si s # 0 degenereaza in FSM-CE cex®0 si, respectiv,
sexo.

| Fig.2,b Graficele trilobelor S« si a trilobelor C» de variabila excentrica 6 Th 3D
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| Fig.2,c Discuri trilobice S 4si C»des=0,6

Denumirea de FSM-ET provine din faptul ca pentru s € (0, 1), ecuatiile parametrice, formate
dintr-o combinatie de FSM-CE si FSM-ET, exprima curbe plane inchise cu 3 lobi, care, pentru s = 0,
degenereaza untr-un cerc perfect si pentru s = + 1 in triunghi isoscel dreptunghic (TS) sau in triunghi
isoscel dreptunghic excentric (TC) «, o figura in forma de Y inclinat, vizibila in graficele din figurile
2a ».

2. ECUATIA DIFERENTIALA A SISTEMELOR VIBRANTE TRILOBICE

Fie functiile x(t), y(t) : R> [-1,+1] si 6 = Q.t



1 {x(t) = cet[2t,S(s, )]
(1) y(t) = set[2t,S(s,€)]

de acelasi excentru S(s, €), In care s este raza polara si € — unghiul polar, Intr-un cerc unitate de raza R =
1-> CU(O,1).

Derivatele acestora, pentru 8 = (.t $l d—e = 0=1,sunt:
x(t) = —ce t[0t, S(s,8)] =— — cet[B S(s, )] = 0L cet[0,5(s, )] = —.deth.setb
(2) dt ae dae
y(t) = —set[!)t S(s,e)] = d—zset[G S(s,8)] = (2.% set[0,5(s,€)] = + 0.detB.cetd

incare 2. det@® = w si explicit:

x(t) = —0. (1 — %) sin [@ + arcsin(s. cosO] = — w. setO
3 5.5in8

y(@©) = Q'(l + V1-s2. cos26/ o
din care rezulta expresia FSM-ET derivati excentrica trilobica de variabila excentricd 0 :

(4) detd=1- \/% = dc;g’) = aete , cu graficele din figura 3.

)cos[e + arcsin(s.sinf)] = w.cetd

| PlotEvaluate[Table[{(1 — ——-S0d )y Plot[Evaluate[Table[{(1 — —-Slt] )1
1 — s2cos[t]? 1 —s2cos[t]?
{s,—1,0}],{t, 0,2Pi}]] {s,~1,0}], {¢, 0,2Pi}]]
20+ ‘ i 207 | ‘ —
5l 15 N —
10-# e 10*:

= | 1=

‘i““é“““ — — — ““1““\)““6“
s.sin[t] . 0.1sSin[t]
Plot[Evaluate[Table[{(1 - ————=)}, ParametricPlot3D[{t,1 - ———=,0.1s},
1 — s2cos[t]? 1—0.01s2Cos|[t]?
{s,—1,+1}],{t,0,2Pi}]] - deto {s,—10,10},{t, 0,2Pi}] - det®

o

Fig.3 Graficele FSM-ET det0 si cu valorile matricii wronskiene 2. det@
de 2 =1 pentru vibratii trilobice




s.cost .sint
I dex = 1— 505t _ deth = 1— =St
V1-sZsin26 V1-s2cos20

| Fig.4 Schite explicative ale FSM-CE dex0 « si FSM-ET det® »

Functia amplitudine excentrica trilobica aetd = o(6) este reprezentatd prin unghiul «(0) sau de
variabila centrica «, la centrul O(0, 0), ca functie de unghiul 6 la excentrul S(s, g) sau de variabila
excentrica 0 (Fig. 4 »), iar 2.det0 = o(t), astfel ca a doaua derivatd a FSM-ET (3) este:

¥ = %(—w.setﬂ) = —3.seth — w>.cetd

(%) . d 2
y = a(oo. cet@) = 3.cetl — w“.set

N an . S L . . .
in care, s-a notat cu 3 = T acceleratia unghiulard a miscarii unui punct pe cercul de ecuatii parametrice

exprimate de relatiile (1), cu viteze unghiulare variabile (4), asa cum se poate observa in figura 5,
urmarind distributia unghiulara a culorilor.

Matricea wronskiana a sistemului vibratiilor trilobice este :

x(t) y() cet[2t,S(s,€)]  set[0t,S(s,8)]| _ 2 201
6) |5c(t) 7O |_Q derg g b oS t)] = 0. detb[cero. +set?0] = 0. detd
deoarece cet’@ + set’f = 1 ca 51 omoloagele lor cex?® + sex?@ =1, precum si arhaicele lor
inaintase / precursoare cos’a + sin‘a = 1.

Graficele matricii wronskiene, pentru 2 = 1, sunt prezentate in figura 3, din care se poate
deduce ca valorile ei sunt strict pozitive pentru |s| < 1 si, in consecinta, exista o ecuatie diferengiala
liniara, a unui sistem tehnic dinamic, de caracteristicd elasticd neliniara, ce admite aceste functii drept
sistem fundamental de solutii.

Acest sistem fundamental de solutii este :

(7 Z = Cy cetQt + CosetQt,
in care Cy, C; € R sunt constante si (7) este solutia generala a urmatoarei ecuatii diferentiale:
Ecuatia este :




I ParametricPlot[Evaluate[Table[{sCos[t + ArcSin[sCos[t]]],

sSin[t + ArcSin[sCos[t]]]}, {s, —1, 0}]]

PolarPlot[,/x% + y2 =det0] ,s €[-1,0]
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ParametricPlot[Evaluate[Table[{s. Cos[t + 2 72 = _
| ot{BvalustelTab PolarPlot[/i2 + y2 = det6] s €[-1,1]
s.Sin[t + ArcSin[sSin[t]]]}, {s,0,1}], {¢t, 0,2Pi}]]

\\\1
I
/

Fig.5 Traiectorile unui punct in miscarea trilobica, pe cercurile de ecuatii (1), de raze variabile
R=0,1s,cus € [0, 1] «si vitezele in coordonate polare pentru R =1sis € [-1,+1] v »

XY XY x y|_
©  zf; y|-z[; y|+z|5c' 5 =0
z cet@ set@
(8) Z —w.setO w.cetd
7 —3.setl — w?.cetd 3.cetld — w>.setd




®) z| cet@ set@ | _; C€fﬁ0 set@
—w.setl0 w.cetO —3.setl — w?.cetd 3.cetl® — w?.setO
—w.setO w.ceto

VA 2 " =
—3.setf — w“.cetO 3.cetl — w*.setO

(10) Z.w(cet’0 + set’0) —z.[3.cet’d — w?.cet@setd + 3.set’0 + w?.cet.setl] +
z[-3. . cetOsetd + w3.set?0 + 3. wseth. cetd + w3. cet?6] =0

(10") Z2w- 2.3+ zw3=0
sau

10y #-z +z0'=0
care este ecuatia diferentiald a vibratiilor libere, neamortizate, ale Sistemelor mecanice LB, ccuatie

identica, ca formi, cu cea a vibratiilor libere neamortizate, ale sistemelor excentrice si cu a celor
quadrilobice (cvadrilobice).

3.CURBELE INTEGRALE IN PLANUL FAZELOR

Sunt curbele plane descrise de vitezelor punctelor ce se rotesc pe cercul unitate de R = 1, sau un
alt cerc de raza egala cu amplitudinea maxima de oscilatie R = A, in functie de pozitia proiectiei lor pe
axa Ox, adica V(x) si sunt reprezentate in figura 6.

Ecuatiile lor parametrice sunt:
e pentru trilobele C
x = cetf
{y = —(.det6. setd
e pentru trilobele S
x = setf
(12) {y = (.det6. cetd
cu graficele din figura 6,a si, respectiv, 6,b.

(11)

ParametricPlot[Evaluate[Table[{cos[x + arcsin[scos[x]]], sin [x + arcsin[scos[x]]] (1-s sin[x]/sqrt[l — (scos[x]D2P}
{s,—1,13],{x,0,2Pi} =2 V(X¢)

Fig.6,a Curbe integrale ale vibratiilor libere neamortizate
ale sistemelor mecanice trilobice C in planul fazelor




In cazul vibratiilor libere, neamortizate in sistem exista doar doui forte:
o forta exercitatd de elementul elastic al sistemului, proportionala cu deplasarea x, adica

@) Famx={EC0

in care k este constanta elastica a elementului si forta de acceleratie, proportionala cu masa m a
sistemului oscilant si cu acceleratia masei acestui sistem, adica

I ParametricPlot[Evaluate[Table[{sin[x + arcsin[scos[x]]], cos[x + arcsin[sCos[x]]](1 — s sin[x]/Sqrt[1 — (scos[x])?])}

{5, —1,13],{x,0,2Pi} =2 V(Xs)

Fig.6,b Curbe integrale ale vibratiilor libere neamortizate
ale sistemelor mecanice trilobice S n planul fazelor

m(-3.setd — w?.cetB)

4 Fac=mi= {m(+3. cetd — w?.set0)
4.CARACTERISTICI ELASTICE STATICE (CES)
ALE SISTEMELOR OSCILANTE TRILOBICE

Existand numai doua forte in sistemul considerat, in conditii de echilibru dinamic, acestea trebuie
sa fie egale si de semne / sensuri cotrare, adica
(15) Fa+Fac=0, 2> Fo= - Fac ) ) ) )
si, ca urmare, caracteristicile elastice statice (CES) ale sistemelor trilobice sunt exprimate de ecuatiile

parametrice
x = cet@
(16) {y =i = —(—3.setf — w?.cetO)
si explicit, pentru sistemele trilobice C :
x = cos [0 + arcsin (s.cosf]
(16,) s.sinfx] )2 h scos|[x] cos[x]sin[x]?

y= _(_COS [X + arcsm[sCos[x]]] (1 - J1-s2cos[x]? N (_ Ji-sZcos[x]? = (1-1sZcos[x]?)3/2
cu graficele din figura 7 A, iar pentru sistemele trilobice S ecuatiile parametrice sunt :

)sin[x + arcsin[s. cos[x]]])




x = setO
(17) {y =j = —(3.cetd — w?’.seth)
si, explicit:
x = sin [6 + arcsin (s. cos8]
{y = —(cos[x + arcsin[s. cos[x]]](— ol + “esbdonl:] )—( _ sl
) 1-s2cos[x]2 (1—szcos[x]z)3/Z \/Tos[xz

cu graficele din figura 7Vv.

(17)

2
) sin[x + arcsin[s. cos[x]]])

s.sin[x] )2
J1—s%cos[x]?

ParametricPlot[Evaluate[Table[{cos[x + arcsin[scos[x]]], —(—cos[x + arcsin[sCos[x]]] (1 —

scos[x] cos[x]sin[x]?

—(- m + a- 152cos[x]2)3/2)5in[x + arcsin|[s. cos[x]]]}, {s, =1, 0}], {x, 0,2Pi}

4




ParametricPlot[Evaluate[Table[{sin[x + arcsin[s. cos[x]]], —(cos[x + arcsin[s. cos[x]]](—

_<1_

-4

V1 —s2cos[x]?

iy

scos[x]

s3cos[x]sin[x]?

s.sin[x]

1 — s2cos[x]? * 1- SZCOS[X]Z)3/2)

> sin[x + arcsin[s. cos[x]]])}, {s, 0, 1}], {x, 0,2Pi}

Fig.7 Caracteristici elastice statice (CES) ale vibratiilor sistemelor mecanice

Din grafice din figura 7 rezulta CES

trilobice C A si SY |, libere, neamortizate

pentru s = 0, ceea ce era de asteptat, deoarece In

acest caz suntem in domeniul centric, al vibratiilor sistemelor liniare clasice, exprimate de functiile
circulare centrice cosa si sina, dar si pentru s = *+ 1, care constituie un rezultat mai putin asteptat, chiar o
surpriza, care a aparut si In cazul celorlalte sisteme exprimate de functi supermatematice amintite
anterior (quadrilobe, exprimate prin functiile quadrilobe coq® si siqf, dar si de FSM- circulare
excentrice, prin functiile cex® si sex0).

1  Selariu Mircea Eugen

2 Selariu Mircea Eugen

3 Selariu Mircea Eugen

4 Selariu Mircea Eugen
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ANEXA 1

Quasitrilobe in 2D
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Quasitrilobe in 3D
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