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SISTEME  VIBRANTE   TRILOBICE 

Florentin Smarandache,    Mircea Eugen Şelariu 

1.INTRODUCERE 

 Trilobele sunt funcţii supermatematice circulare excentrice (FSM-CE) de excentricitate 

unghiulară ε = 
 

 
, cu notaţiile      şi     , pentru cosinusul şi, respectiv, sinusul excentrice trilobice, 

având ecuaţiile: 

(1)  
               

 

 
                        

 

 
                           

               
 

 
                        

 

 
                           

  

în care S este un punct, denumit excentru, din planul cercului unitate CU[O(0, 0), R = 1], de coordonate 

polare S(s,ε). In care s  [-1,+1] este excentricitatea liniară numerică şi e = Rs este  excentricitatea 

liniară reală, pentru un cerc oarecare de rază R, iar ε este excentricitatea unghiulară.  

Graficele funcţiilor supermatematice excentrice trilobice (FSM-ET) sunt prezentate în figura 1. 

 

                                              
                      

                                              
                      

  
                                              

                       
                                                     

                      

  

Fig.1,a  Graficele funcţiilor trilobice C de variabilă excentrică θ cetθ 
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Fig.1,b  Graficele funcţiilor trilobice S de variabilă excentrică θ setθ 
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  de  S(sinus) sau de y  
      
      

  de  C(cosinus) sau de x 

Fig.2,a Graficele trilobelor S (TS)  şi a trilobelor C (TC) de variabilă excentrică θ în 2D 

 

Funcţiile supermatematice excentrice trilobice sunt abreviate cu (FSM-ET). 
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Rezultă că, pentru o excentricitate liniară numerică s = 0, FSM-ET degenerează în funcţii 

circulare centrice (FSM-CC) sau funcţii circulare / trigonometrice Euler ordinare cos şi sin (s = 0 

  ≡ θ), iar pentru o excentricitate unghiulară ε = 0 şi s ≠ 0 degenerează în FSM-CE  cexθ şi, respectiv, 

sexθ. 
 

  

Fig.2,b Graficele trilobelor S şi a trilobelor C de variabilă excentrică θ în 3D 

  

Fig.2,c Discuri trilobice S şi Cde s = 0,6 

 
Denumirea de FSM-ET provine din faptul că pentru s  (0, 1), ecuaţiile parametrice, formate 

dintr-o combinaţie de FSM-CE şi FSM-ET, exprimă curbe plane închise cu 3 lobi, care, pentru s = 0, 

degenerează untr-un cerc perfect şi pentru s =  1 în triunghi isoscel dreptunghic (TS) sau în triunghi 

isoscel dreptunghic excentric (TC) , o figură în formă de Y înclinat, vizibilă în graficele din figurile 

2a . 

 

2.ECUAŢIA DIFERENŢIALĂ A SISTEMELOR VIBRANTE TRILOBICE 
 

Fie funcţiile x(t),  y(t) :   [-1,+1] şi θ = Ω.t 
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(1)      
                    

                   
  

de acelaşi excentru       , în care s este raza polară şi ε – unghiul polar, într-un cerc unitate de rază R = 

1 CU(O,1). 

 Derivatele acestora, pentru    =  .t şi 
  

  
      , sunt : 

(2)     
       

 

  
               

  

  
 

 

  
                 

 

  
                            

      
 

  
               

  

  

 

  
                

 

  
                            

  

în care         =   şi explicit: 

(3)      
            

      

          
                               

            
      

             
                              

  

din care rezultă expresia FSM-ET derivată excentrică trilobică de variabilă excentrică   : 

(4)             
      

          
  

     

  
  

    

  
, cu graficele din figura 3. 

 

                        
        

            
    

                      

                        
        

            
    

                      

  

                        
        

            
    

                          detθ 

                      
          

                
        

                       detθ  

 
 

 

 

Fig.3 Graficele FSM-ET detθ şi cu valorile  matricii wronskiene          

de     = 1 pentru vibraţii  trilobice  

1 2 3 4 5 6

0.5

1.0

1.5

2.0

1 2 3 4 5 6

0.5

1.0

1.5

2.0

1 2 3 4 5 6

0.5

1.0

1.5

2.0



 

5 
 

dexθ = 1− 
      

          
 detθ = 1− 

      

          
 

 

 

 

Fig.4 Schiţe explicative ale FSM-CE dexθ  şi FSM-ET detθ  

 

Funcţia amplitudine excentrică trilobică aetθ =  (θ)  este reprezentată prin unghiul  (θ) sau de 

variabila centrică , la centrul O(0, 0), ca funcţie de unghiul θ la excentrul S(s, 
 

 
) sau de variabila 

excentrică θ (Fig. 4 ), iar        = ω(t), astfel că a doaua derivată a  FSM-ET (3) este: 

(5)       
   

 

  
                         

   
 

  
                       

   

în care, s-a notat cu   = 
  

  
  acceleraţia unghiulară a mişcarii unui punct pe cercul de ecuaţii parametrice 

exprimate de relaţiile (1), cu viteze unghiulare variabile (4), aşa cum se poate observa în figura 5, 

urmărind distribuţia unghiulară a culorilor.   

Matricea wronskiană a sistemului vibraţiilor trilobice este : 

           
        
          

    
                            
                         

   =                              

deoarece              , ca şi omoloagele lor              , precum şi arhaicele lor 

înaintaşe / precursoare  cos
2 + sin

2 = 1.  

Graficele matricii wronskiene, pentru   = 1, sunt prezentate în figura 3, din care  se poate 

deduce că valorile ei sunt strict pozitive pentru     < 1 şi, în consecinţă, există o ecuaţie diferenţială 

liniară, a unui sistem tehnic dinamic, de caracteristică elastică neliniară, ce admite aceste funcţii drept 

sistem fundamental de soluţii. 

Acest sistem fundamental de soluţii este : 

(7)   Z = C1 cetΩt +  C2setΩt , 

în care C1, C2     sunt constante şi (7) este soluţia generală a urmatoarei ecuaţii diferenţiale: 

Ecuaţia este : 
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                                  ] 

PolarPlot           =     ] ,s [-1 ,0] 

 
 

                                       
                 

                                            ]] 

PolarPlot           =     ] ,s [-1,1] 

 

 

Fig.5 Traiectorile unui punct în mişcarea trilobică, pe cercurile de ecuaţii (1), de raze variabile  

R = 0,1s, cu s  [0, 1]  şi  vitezele în coordonate polare pentru R = 1 şi s  [-1,+1] 

 

 (9)             
  
         

  
         

    
    

  = 0  
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(8’)            
        

             
     

        

                              
   

                  
             

                                = 0 

 

(10)                               −   . [                                        ] +  

              z[                                            ] = 0 

 

(10’)      −    .   +  z   = 0 

sau 

(10”)    −     
 

 
 +  z    =  0 

care este ecuaţia diferenţială a vibraţiilor libere, neamortizate, ale sistemelor mecanice trilobice, ecuaţie 

identică, ca formă, cu cea a vibraţiilor libere neamortizate, ale sistemelor excentrice şi cu a celor 

quadrilobice (cvadrilobice). 

 

3.CURBELE INTEGRALE ȊN PLANUL FAZELOR  

 

 Sunt curbele plane descrise de vitezelor punctelor ce se rotesc pe cercul unitate de R = 1, sau un 

alt cerc de raza egală cu amplitudinea maximă de oscilaţie R = A, în funcţie de poziţia proiecţiei lor pe 

axa Ox, adică V(x) şi sunt reprezentate în figura 6. 

Ecuaţiile lor parametrice sunt: 

 pentru trilobele C 

(11)  
      

              
  

 pentru trilobele S 

(12)  
      

             
  

cu graficele din figura 6,a şi, respectiv, 6,b. 

  

                                                                                      
 

                       

                      V(xC) 

  

Fig.6,a Curbe integrale ale vibraţiilor libere neamortizate  

ale sistemelor mecanice trilobice C în planul fazelor 
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       Ȋn cazul vibraţiilor libere, neamortizate în sistem există doar două forţe: 

 forţa exercitată de elementul elastic al sistemului, proportională cu deplasarea x, adică 

(13) Fel = k.x =  
       
       

 , 

în care k este constanta elastica a elementului şi forţa de acceleraţie, proporţională cu masa m a 

sistemului oscilant şi cu acceleraţia masei acestui sistem, adică 

 

                                                                                                            

                       V(xS) 

  

Fig.6,b Curbe integrale ale vibraţiilor libere neamortizate  

ale sistemelor mecanice trilobice S în planul fazelor 

 

(14) Facc = m.   =  
                  

                  
  

 

4.CARACTERISTICI  ELASTICE  STATICE (CES)  

ALE  SISTEMELOR  OSCILANTE  TRILOBICE 

 
 Existând numai două forţe în sistemul considerat, în condiţii de echilibru dinamic, acestea trebuie 

sa fie egale şi de semne / sensuri cotrare, adică  

(15) Fel + Facc = 0,         Fel = −  Facc 

şi, ca urmare, caracteristicile elastice statice (CES) ale sistemelor trilobice sunt exprimate de ecuaţiile 

parametrice 

(16)         
      

                       
      

şi explicit, pentru sistemele trilobice C : 

(16’)  

                         

                                
        

            
 

 

   
       

            
 

             

                                          
   

cu graficele din figura 7 , iar pentru sistemele trilobice S ecuaţiile parametrice sunt : 
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(17)  
      

                       
      

şi, explicit: 

(17’)  

                         

                              
       

            
 

 
 
             

                     
        

            
 

 

                        
  

cu graficele din figura 7. 
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Fig.7 Caracteristici elastice statice (CES) ale vibraţiilor sistemelor mecanice 

 trilobice C  şi S , libere, neamortizate  

 

Din grafice din figura 7 rezultă CES liniare pentru s = 0, ceea ce era de aşteptat, deoarece în 

acest caz suntem în domeniul centric, al vibraţiilor sistemelor liniare clasice, exprimate de  funcţiile 

circulare centrice cos şi sin, dar şi pentru s =  1, care constituie un rezultat mai puţin aşteptat, chiar o 

surpriză, care a apărut şi în cazul celorlalte sisteme exprimate de funcţi supermatematice amintite 

anterior (quadrilobe, exprimate prin funcţiile quadrilobe coqθ şi siqθ, dar şi de FSM- circulare 

excentrice, prin funcţiile cexθ şi sexθ). 
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ANEXA 1 

  

  

  

Quasitrilobe în 2D 
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Quasitrilobe în 3D 
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