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17. Fie mul{imile A = {3,4,5} si B = {4,5,6}. S4 se scrie ele-
mentele multimilor AN B? i (A\ (B \ 4)) x (BN A).

Solutie. a) Pentru prima multime aver:
= {(373)7 (374)’ (3>5)v (473) ( ) ( 5) ( ’ )7
B% = {(4v4)7 (475)7 (476)7 (574) ( ) ( 6 ’ ( s )
AN B? = {(4,4), (4,5), (5,4), (5,5)}.
b) Pentru multimea a doua avem:
B\A={6}, A\(B\A)= = {4,5}.
Atunci A x (BN A) = {(3,4), (3,5), (4, ) ( ) (5,4), (5,5)}.

Rdspuns: A2 B? = {(4,4), (4,5), (5,4), (5 ,5)}
AN(B\A) x (BN A) = {(3,4), (3,5), (4,4), (4,5), (5,4), (5,5)}.

(5,4), (5,5)},
(6,5), (6,6)},

18. Fiind date multimile 4 = {1,2,3,4,5,6,7} si B = {2,3,4}, s&
se rezolve ecuatiile A A X = A\ B i (A A Y) A B = C4(B).

Solutie. Pentru a rezolva ecuatiile din enunt, folosim proprietitile
diferentei simetrice: A A (4 A B) = B, asociativitatea si comutativi-
tatea ei.

a) AL X=A\B=>AA(AoX)=AA(ANB)=>X=A4 A (A\B).
Insi A\ B ={1,5,6 ;T AN(A\ B) = {2,3,4}, (A\ B)\ A = @ si de
aceea

X =A8(A\B)=(A\(A\ B)U((A\ B)\ 4)=
= A\(A\B)={2,3,4} = B.
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b)(AAY)AB=A\B& (AAB)AY =A\B &
s (AaB)A((AAB)AY)=(AAaB)a(A\B)=
<Y =(AAB)A(A\B).
Calculam
AAaB=(A\B)u(B\A)={1,56,7U@ ={1,5,6,7}.
Deci

Y =(A\B)A(A\B)=0.
Raspuns: X =B, Y =@.

19. Sunt date multimile
A={reRljz-1+2-2/ >3+z2},B={c € R|(z>-4) x
x(z + 3)(z +2)? < 0}. Si se determine multimile AU B, AN B, 4,
B.A\B, B\ A, (AUB)\(B\ A)si Ax (B\A).

Solutie. 1) Determinidm multimile A4 si B.

a)zeAslz—1+12-z|>34+z& s -1 +|z-2]>3+z (%)

= b

Inecuatia * este echivalentd cu totalitatea a trei sisteme de inecuatii:

r € (—o0,1), [ | z € (~o,1),
l—-242—-2>3+=z, <0,
z €[1;2), T €[1;2),
(+) & {:1:—1+2—:c>3+x, < {z<—2,) <
z € [2,400), z € [2,4+20),
{x—1+x—2>3+x, {z>6
z € (—00,0),
& {xé@, &z € (—00,0)U(6,+0c).
z € (6,400)
Deci

A= (—00,0)U(6,+00).
bz e Be (22-4)(z+3)(z+2)? <0& (z+2)%(z+3) (¢ -2) <
<0& 7€ (—00,-3]U[-2;2]
Cu alte cuvinte,
B =(-o0,-3]U[-2;2].
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2) Determindm multimile cerute cu ajutorul reprezentirii grafice

s
s
32 0 2

a) AUB = (—,2] U (6, +00)

b) AN B = (—c0,—3]U[-2;0)

c) A= Cr(4) = [0;6]

d) B=Cgr(B)=(-3,-2)U (2, +)

e) A\ B = (=3,-2) U (6, +c0)

f) B\ A =[0;2]

g) (AUB)\(B\4)=0

h) Ax (B\ 4) = {(z,y) € Rz € [0;6], y € [0;2]

2 6 X
e N

y /F m
0 6 x
2 , : ~ —
7 g 0. N
/// 7 ”/://////; / 3 2 2 x
Pl /,/// S S P g
o s NN
i 5 © -3 -2 6 X
0 2 X

20. 40 de elevi au scris o lucrare de control la matematicd, care
contine o problem4, o inecuatie si o identitate. Trei elevi au rezolvat
corect numai problema, 5 elevi numai inecuatia, 4 elevi au demonstrat
numai identitatea, 7 elevi nu au rezolvat numaj problema, 6 elevi —
numal inecuatia, 5 elevi nu au demonstrat numai identitatea, Ceilalti
elevi au rezolvat totul corect. Cati elevi de acestea sunt?

Solutie. Fie A multimea elevilor care au rezolvat corect numai
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problema. B - numai inecuatia, C — au demonstrat numai identitatea,
D — multimea elevilor care au rezolvat numai problema si inecuatia,
E - multimea elevilor care au rezolvat numai problema gi au demon-
strat identitatea, F — multimea elevilor care au rezolvat numai
inecuatia si au demonstrat identitatea, iar G — multimea elevilor care
au rezolvat totul corect.

Din conditiile puse rezultd cid n(A) = 3, n(B) = 5, n(C) = 4,
n(D)=8,n(E)="7,n(F)=9.

Dar deoarece fiecare din elevii care au scris lucrarea a rezolvat cel
putin un punct al lucrdrii corect i intrucat multimile A4, B,C, D, E,
F, G au ca elemente comune numai elementele multimii vide, reuniunea
multimilor A, B,C, D, E, F, G este multimea elevilor care au scris lic-
rarea.

Prin urmare, n{AUBUCUDUEUFUG) = n(A)+n(B)+n(C)+
+n(D)+n(E)+n(F)+n(G). Deci n(G) = n(AUBUCUDUEUFUG)—-
~n(A)—n(B)-n(C)—n(D)-n(E)—n(F) = 40-3-5-4-8-7-9 = 4.

Raspuns: Deci 4 elevi dintre cei care au scris lucrarea au rezolvat
totul corect.

21. (Problema matematicianului Dodjson.)

Intr-o luptd incordati 72 din 100 de pirati au pierdut un ochi, 75
- o ureche, 80 — 0 mand si 85 — un picior. Ce numdr minim de pirati
au pierdut in acelasi timp ochiul, urechea, mana si piciorul?

Solutie. Notam prin A multimea piratilor cu un ochi, prin B -
multimea piratilor cu o ureche, prin C' — multimea piratilor cu o mana
gi prin D — multimea piratilor cu un picior.

In problemi se cere de apreciat multimea AN BNC N D.

Este evident ci multimea universald F este alcatuita din multimea
ANBNCND si din numdarul piratilor care au pastrat ori ambii ochi,
ori amandoud urechi, ori amandoud mani, ori amandoua picioare.

De aceea E = (ANBNCND)UAUBUCUD. De aici reiese
cd multimea F nu este mal micd (nu are un numdr mai mic de ele-
mente) decit suma numerelor de elemente ale multimilor A,B,C,Dsi
ANBNCND (egalitatea ar fi avut loc numai in cazul cind multimile
A, B,C si D doua cate doud nu se intersecteazd).

Dar n(A) = 30, n(B) = 25,n(C) = 20, si n(D) = 15. Deci
substituind, avem n(E) = 100, adicd 100 < n(ANBNCND)+ 30+
+25420+15. Prin urmare, n(ANBNCND) > 100-30-25-20—-15 =
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= 10.
Asadar, nu mai putin de 10 pirati au pierdut in acelagi timp ochiul,
urechea, mana si piciorul.

Raspuns: Nu mai putin de 10 pirati.

22. Din 100 de elevi 28 studiazi limba englezd, 8 - limbile englez3
si germand, 10 - limbile englezi si francezd, 5 — limbile francezi si
germana, 3 elevi studiazd toate trei limbi. Cati elevi studiazs numai
o limba? Cati elevi nu studiazi nici o limb3?

Solutie. Fie A multimea elevilor care studiazi limba englezd, B —
limba germand, C' - limba francezi.

Atunci multimea elevilor care studiazi limbile engleza §i germang
este AN B, engleza gi francezd — AN C, francezi si germand - BN C,
englezd, germand si francezd - AN BN C, multimea elevilor care stu-
diaza cel putin una din aceste trei limbi este AU B U (.

Din conditiile de mai sus rezult ci elevii care studiazi numai limba
englezd alcituiesc multimea A\ (AN B)U(ANC ), humai germana —
B\ (ANB)U (BN C),numai franceza — C'\ (4N CYU(BnC(C).

Dar deoarece ANB C A, avem n(A\((ANB)U(ANC))) = n(A4) -
-n((ANB)U(ANC)) = n(A)=(n(ANB)+n(ANC)~n(ANBNC)) =
= n(A)—n(AﬂB)—n(AﬂC)+n(AﬂBﬂC).

In mod analog, n(B \(ANB)U(BNC)))=n(B)—n(An B)-
-n(BNC)+n(ANBNC);
n(C\((ANC)U(BNC))) = n(C)—n(AﬂC)—n(Br‘IC)-}—n(AﬂBﬂC).

Fie D multimea elevilor care studiazi numai o limba, atunci

n(D)=n(A\((ANB)U(An CN)+n(B\((ANB)U(BNC))+
+2(C\ ((ANCYU(BNCY))).

Prin urmare, n(D) = n(A) —n(ANB)-n(ANC)+n(ANBNC)+
+n(B) - n(ANB) - m(BNC)+n(ANBNC)+n(C)~n(ANC) -
—n(BNC)+n(ANBNC) = n(A)+ n(B) + n(C) - 2n(AN B) —
—-2n(ANC)=2n(BNC)+3n(ANBNC) = 28+304+42—-2-8—2-10—-2-5+
+3-3=63. n(D) = 63.

Numaérul elevilor care nu studiazs nici o limb3 este egal cu diferenta
dintre numdrul total de elevi si numarul elevilor care studiazi cel putin
una din aceste limbi, adicd n(H) = n(T)~n(AU BUC), unde H este
multimea elevilor care nu studiazi nici o limba, iar T — multimea celor
100 de elevi.

Din problema 20 avem n(A U B U C) = n(A) + n(B) + n(C) —
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—a(ANC)=n(BAC)—n(ANB)+n(ANBNC)=28+30+42—
—8— 10— 5+ 3 = 80. Deci n(H) = 100 — 80 = 20.

Rispuns: 63 de elevi studiazd numai o limbd, 20 de elevi nu stu-
diazd nici o limba.

1.3. Exercitii propuse

1. Care din afirmatiile urmatoare sunt adevarate si care sunt false?

a) z € {z}; b)z = {z};

o)z # {zh d) @ € {@};

e) @ ={2} f) o e {2}

g) @ = {a}; h) @ € {a};

i) @ C {a}; i) {z} € {=};

k)@ C {2} 1) {1,3,3} = {1,{2.3},3}

m) {1,2,3.4,5}={4,1,3,5.2,4,5}; n) {3—1,6+3}={2,5+3};
o) {a +a} ={2a}, ac R.

9. Care din urmitoarele afirmatii sunt adevirate gi care sunt false
(A, B si C sunt multimi arbitrare)?

a)(AeBsiBe(C)=>A¢cC(;

b)(ACBsiBeC)=>A€(;

)(A#BsiB#C)=> A#(;

d)(ANBCCsiAUCCB)=ANC=g;

e) (AC(BUC)si BC(AUC))=> B=2;

fY(ACB§BCCsiCCA)y=A=B=C;

g) P(AU B) = {41 U B1|A, € P(A), B1 € P(B)};

h) P(ANn B) = P(A)N P(B);

NWACO = A=0;

jJACBUC = AnBCC;

kK ECA=> A=E;

)ACB=BUCCAUC;

m)AQPéBQZ;

n)ACB=(ANB=0s AUB=E)

3. Fie A = {z € Q|z? — 122 4 35 = 0},
B = {z € Qz2+22—35 = 0}, C = {z € Q|(2?+1)(7z—1) = 0}.
a) S& se determine multimile 4, B i C.
b) S4 se precizeze dacd numerele 1/5, 5, 7, 1/2 apartin sau nu aces-
tor multimi.



4. S3 se determine multimile
A={r e N*|z =2n, n= 1,9},
B={ye IN*|ly = 4m + 6n, m=1,3,n="21,0).

5. Fie A= {z € IN|z = 4n + 6m, n,me IN*}.
a) S4 se scrie trei elemente ale multimii A.
b) Stabiliti daca 26,28, 33 sunt elemente din A.

6. Si se indice proprietdtile caracteristice ale elementelor
multimilor: 4 = {4,7,10}, B = {3.6,12}, ¢ = {1,4,9, 16,25},
D = {1,8,27,64,125).

7. Cite elemente au multimile:

A={z€Qz=3n/(n+2), n= 1,50},

B={yeQly=(n-1)/(2"), n =T 10},

C={z€ R|z=(an + b)/(cn+d), a,b,¢c,d € R, cd>0, n=1,p}?

8. Fie datd multimea 4 = {-3,-2,-1, 1,2,3}. S& se determine
submultimile lui A:

Ar={z € A|P(z): 22+ 1 = z},

Az = {y € A1Q(y): ly] =y},

Az = {z € A|R(z): |2| = -2}.

9. Sa se determine multimile:

a)A={z € Zimin(z +1, 4 - 0.5z) > 1};

b) B = {z € Z| max(z — 2, 13 - 2z) < 6};
¢)C={z € N*|min(3z — 1, 2z + 10) < 20};

d) D ={z € IN*| max(20 — z, (45 — 2z)/3) > 13};
e) E = {z € Z|min(2z + 7, 16 — 3z) > 0};

f) F={z € Z|max(z - 1, 1—-z) <4}

g) G ={z € R|min(z - 1, (13 - z)/2) < 3};
h)H:{zeﬂ{[max(x+1,7—z)>5};

) I={z€Zlmax(z +1,4- 0.5z) < 1};

i) J = {z € N*|min(20 - 2, (45 ~ 22)/3) > 20}
k) K = {z € Z| min(z + 2, 10 — ) > -2};

D L={zeZ|lz-4| <8}

10. 53 se compare (C, D, =, ¢, 7) multimile A si B, daci:
2n+1
a)Az{zEQ’x: nt ,nElN*},Bz{a:EA[:r<2};

n+4
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2

b)A:{acEQz:iZ—:%, nEW*},B:{zEA]2§x<3};
)A={z€Zz*’+52+10=n% ne N}, B={-6,-3,-2,1};
d)A={zcZ|z?+32-3=n2, ne N}, B={-7,-4,1,4};
eyA={2€Z|z?+ 112 +20=1n% ne N}, B ={-16,5};

f)A = {z € R||z—1|+]|z—-2| > 5}, B = {z € R|(5/(z—4)) > -1}
g) A={z eR||z|+|1 -2 > 2}, B={z € R|4z* -4z -3 >0}
h) A={z € R|42? — 42 -3 >0}, B={z € R|(3/(z+1)) < 1}.

11. Fie A = {1,2,3,4,5,6,7}, B = {5,6,7,8,9,10}. Folosind
simbolurile U, N, \, C (complementara), exprimati cu ajutorul lui A, B
si IN* multimile:

a) Ay = {5,6,7};

b) Ay = {1,2,3,4};

c) Az = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10};

d) Ay = {8,9,10,...};

e) As = {8,9,10};

£) Ag = {1,2,3,4,11,12,13,...};

g) Az = {1,2,3,4,8,9,10}.

12. Si se determine multimea E, in caz ca nu este indicatd, si
partile sale A, B, C care satisfac concomitent conditiile:

a) AUB ={1,2,3,4,5,6,7}, An B = {1,2}, A\ B = {5}

b) 4 = {2,5,9,13,18,20}, B = {2,6,18,20},

AU B ={1,5,6,9,13,14};
¢)AnB=1{1,3},A={5,6,7,9,10}, A A B=1{2,4,5,8,9,10}
d) AUB ={1,2,3,4,5}, A\ B={1,4}, An B € {3,4,5},

E ={1,2,3,4,5};

e) AUBUC ={1,2,3,4,5}, AnBNnC = {4}, A\ B = {1,2},

A\NC =1{1,3},5¢ AUB, E={1,2,3,4,5};
f)E={1,2,3,4},1€ A, {2,4}nB =@,3 € ANBNC,4€ AnC,

ANBZC,BUCZ A AUBUC = E;

g) E ={1,2,3,4,5}, AUB = E, AnNB = {2,3},{2,3,4,5}NB Z A,

{1,4}NA¢Z B;

h)E = {1,2,3}, AUBUC = E,AnNB ¢ C,AnNC ¢ B, BNC = {2},

1€ B\ C;

i) E={1,2,3,4,5}, AUB=E, AnB={1,2},5¢ A\ B,

A are mai multe elemente ca B;

j)E=1{1,2,3,4,56}, AUBUC=E,AnBNC= {5},
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A\ B ={1,3,6}, A\ C = {1,2,4};
k) E= {1,2,3,4'}, ANB ={1,2}, A\B = {1,2,4}, {1,2,3} ¢ B,
A are mai putine elemente ca B;
1) A=1{1.2.3,4,5,6}, B = {1,5,6,7}, AUB = {2,3,4,7,8,9,10),
AN B = {8,9,10};
m) F = {a,b,c,d,e, f,g.h.i}, ANB = {d. f.4},
AU{c,d.e} = {a,c, d.e, f.h,i}, BU{d,h} = {b,c.d,e. f, g, h,i};
n) E={1,2,3,...,9}. AN B = {4.6,9},
AU{3,4,5} = {1,3,4,5,6,8,9}, B U {4,8} ={2,3,...,9}.
13. S& se determine multimile A,B,AUB.,ANB,A\ B,B \ A,

AL B AU(B\A)LA\(B\A),AxX B BxA(AUB)x 4,
B x (A\ B), daci:

; 8n — 18
A=<rec Nijiz = n
a) {re ):r Qn_g,ne },
2 _
B = xEZz:gn 48n+16,n617\7};
3n—8
2 1
b)A=<zeQlz = nt ,ne V3,
2n -3
3k+1 .
= = ke N ;;
B {yGQy o3 k€ }
4
C)A:{xel\/z:njzneﬂ‘},

3n+1’
9 & 5
1-{—10 ED},

2n% 4 4n + 2
= N .
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1 2 -
e)A:{xez“L 20},3:{9:62:” 6$+6€Z}
33—z -1
f)4:{x€Z|3—x21},B:{xGIN'%_z21}
S+« o+
1 1
g)A:{;tEZx+ EZ},B:{xEﬁ\’x+3EZ};
2 = g
h)A:{erx °x+6ez},
+3
2 _r
p={renmE0eq)
z+3

)yA={ze N~z =2n,n=1,10},
B={ye N*|ly=4m+6n, m=1,3,n¢€ {-1,0}};

NDA={z e Rllz— 7|+ |z +7| =14},
B={z€Z||lz+3|+ |z -9 =14}

k)A={n?*-5ne N}, B={n?+5n€ IN};

) A={n?-50nc N}, B={n?+50nec IN};

m) A= {n?-500ln € IN}, B ={n®+500jn € IV};

n) A={z € Rlz—V22—1=v2}, B={z € R|8z?—2v22+3=0}.

14. Fie M = {er

n—4

z= L——, neN";.
n+4+3

a) S& se determine multimile:

A={z e Mz<6},B={zeMlz<T7},C={zc Mz eZ}
b) Cate elemente are multimea D = {z € M|z < (699/100)}?

15. Si se determine multimile A, B C E, daié
AAB=1{2,4,58,9,10}, AnB={1,3}, A= {5,6,7,9,10},
E ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

_ 16. S& se determine multimea E si partile sale A si B, dacd
A ={2,5,9,13,18,20}, B = {2,6,18,20}, AU B = {1,5,6.9, 13,14}.

17. Comparati multimile A si B, daca:

a)A={re RVz*-25<z+1},

_ z4+1>0, .
B‘{“RH 22 — 25 < (z + 1)? }

b) A= {z € R|Vx? - 16-(2? — 80) < Vz? — 16},
2?2 -16>0, |.
B_{xelRl{ 22 —80x <1 }"
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c)A={z € R|vV6+z—22>22—1},

6+z—22>0,
B:{xEBl 22 —12>0, ;
)%,

6+z—22> (21

df)A:{xERIQx—3——1—<z——4— 1,},
-5 -5

B={zc Rj2z -3 < z-4};
e) A= {z € B‘—g(x—:c2—1)(z+4) < —g(x—xQ—l)(3x+1)},

B={z e Rlz+4<3z+1};

f)A:{xelRl\—/_iL—l<0},B:{xem‘(ﬁ2+1>2<0};
g)A={re RVz+3-Vz -3 <1/2},

B ={z € R2\/(z+3)(z-3) < 1}.

18. 53 se determine valorile parametrului real m pentru care
multimea A are un element, doud elemente sau este vidi, daci:
a) A= {r € Rlz®>+ mz + 1 =0};
A ={z € Rimz* - 5z + m = 0};
A={z € R|z* - mz + 3 = 0};
A={z € Rlz* - 2(m - 2)z + m® — 4m + 3 = 0};

b)
¢)
d)
e) A={z € R|(m+1)z? — (5m +4)z + 4m + 3 = 0};
f) A={z € R|2? — mz + 36 = 0};

g) A={z € R|(2m - 1)z? + 2(1 — m)z + 3m = 0};
h) A= {z € Rlmz?—(m+1)z+m~-1=0}.

19. 53 se determine numirul de elemente ale multimii A:
a) A={z€Qlz =(n?+3)/(n?+n), n=1,50};
b) A= ':,——zﬁ.z Z, |z| <455%;
) {”le GroGrs S oS "}’
¢) A= {z € ZI(2® +1)(5— ) > 0};
d) A= {z € Z|(2? - 3)(«? - 33)(2? - 103)(2? — 203) < 0};

e)A:{xEZ’x:ﬂ,ZGZ};
' z+1

z+4
T = + ,ZEZ}.
z+1

f)A:{xEEV
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20. Se considerd multimile A, B, C. S& se determine AN BN C.
a) A= {10z +3lz€ N}, B= {12y + Tlye IN},

C ={15z+13|z € IN};
b) A = {15n — 700|n € IN}. B = {270 — 10m|m € IV},

C = {48k + 56|k € IN }.

21. Si se determine AN B, daca:

a)A={6n+7ne N}, B={114—-Tmme IN};
b) A= {3p+28pe IN}, B = {107 - l4¢jg € N},
)A={3n-2ne N}, B= {1003 — 2m|m € IN }.

22. S3 se demonstreze proprietitile operatiilor cu multimi
(vezi p. 1.1).

23. S3 se demonstreze egalititile (4, B, C etc. multimi arbitrare):
a) A\B=A\(ANB)=(AUB)\B;

b) A\ (BUC) = (4\ B)N(A\C);

¢) A\(BNC)=(A\ B)U(A\C);

d) (AN B)\C = (A\C) N (B\ C);

e) (A\BYNC =(AnC)\(BNC)=(AnC)\ B;
f) (AUB)\C = (A\C)U(B\C);

g) (A\ B)\C = 4\ (BUC):

h) A\(B\C) = (4\ B)U(ANC):
)An(BaC)=(ANB) A (ANCY);
jJ)(ANB)s A= A\ B;

K) Au([) B = [ (AU By);

1=1 =1
n

DA\ () B) = {JA\ B

=1 i=1

m) A\ (|J B) = [)(4\ Bo)-

i=1

24. Fiind date multimile A = {1,2,3}, B = {2,3,4}, C = {3,4,5}
si D = {4,5,6}, s se scrie elementele urmatoarelor multimi:

a) (Ax Ayn (B x B);

b) A2 x C%

&) (4\ B) x (C\ D;

d) (AN B) x (CN B);

e) (AuB)x (BUD);
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f) (Ax B)\(C x D);
g) (4\ B) x (C N B);
h) (A\C) x (B \ D);
) (A\(C\ D)) x ((D\ B)U A);
j)(Aa B)x (D a B).

25. Fiind date multimile 4,B s C, rezolvati ecuatiile
(AfB)A X =C,unde f € {u,n, \,a}:

a) A={1,4,6}, B={5,7,9},C = {1,2,3,4,5,6,7,8,9};

b) A={4,5.6}, B ={1.2,3,4,5,6,7}, C = {1,5,6,7}.

26. 54 se determine multimile AN B, AU B, 4, B, A\ B, B\ A4,
AU(B\A), An( A\ B), daci:

a) A={z € R|(2-3)(2+z)(4—z) > 0}, B={z € R|z?-Tz+12 < 0};

b)A={z € Rl42? - 122 +5< 0}, B={z ¢ R[1/2 <z < 5/2};

c) A:{ycEmlx2—52+6§0},B:{ze]RllS?x-{-7§3};

d)A={re R|(z*-4)(z+1)>0},B={z ¢ R|z? -2z -3 > 0};

2 _

e)A={z € R22(z+7) = 2243z}, B = {x € ﬂ%, { gz +_46::z,0 };
f)A={z € Rl(z?-42)(z+1)< 0}, B={z € R|2?-22 -3 < 0};
g)A={ze R3z(x - 2)— (2 + 1)(z - 13) = 0},

[ 224+ 7 =0, ]

B:{“’GJR | 1322 - 140 +9 =0 }

h) A={2 € RI3(z - 9)? - 2(z - 9) — 16 = 0},

[ 22 — 142+ 49 = 0,
B:{J;ER z g$+é _3£ ;
5 3/ 2

i) A={z € Rl4(2z - 3)? - 4(2z - 3) + 1 = 0},
V322 —z+2=0, .
Bo e 30 HN )
) A={z € R||22-1| < |42+1]}, B={z ¢ R||3z—-1|-|2z+3| > 0};
k)A={z € R|[4-32|>2~2}, B={c € R| [22 - 3| > 22 - 3);
NA={re R|62> -2z +1< 1}, B = {z € R|2? + 2|z| -3 < 0};
m) A = {z € R||z|+|z-1|<5},B={z ¢ R||z+1{+]z-2| > 5};
n) A={z € R||lz-3[+1|>2}, B={z € R|||z — 1|+ z| < 3}.



CAPITOLUL II

Relatii, functii
2.1. Definitii i notatii

I. Relatii, tipurile lor. Compunerea relatiilor.

Fie A si B doud multimi nevide, iar A x B produsul cartezian al
lor. O submultime R C A x B se numeste relatie intre elementele
lui A si elementele lui B. In cazul cind A = B, orelatie RC A X A
se numesgte relatie binard definitd pe mulfimea A.

Daci existd o relatie R C A x B, atunci pentru o pereche ordonata
(a.b) € A x B putem avea (a,b) € R sau (a,b) € R. In primul caz
scriem aRb si citim “a este in relatia R cu b7, iar in al doilea caz -
a R-b, care se citegte “a nu este in relagia R cu b”. Retinem deci ca

aRb < (a,b) € R.

Prin domeniul de definitie al relatiei R C A x B vom intelege
submultimea &z C A ce constd din acele si numai acele elemente ale
multimii A ce se afli in relatia R cu un element din B, adicd

bn={z € Al(3)y € B, (z,y) € R}.

Prin domeniul de valori al relatiei R C A X B vom intelege
submultimea p, C B ce constd din acele si numai acele elemente ale
multimii B care se alfd in relatia R cel pufin cu un element din A,
adica

pr={y € B|(3)z € 4, (z,y) € R}.

Relatia inversi. Dacd avem o relatie B C A X B, atunci prin
relatie inversi a relatiel R vom intelege relatia R~1 C Bx A definitd
de echivalenta

(b,a) € R7! & (a,b) € R,
adica

R = {(b,a) € B x Al(a,b) € R}.
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Exemplul 1. Fie 4 = {1,2}, B = {4,5,6} si relatiile
a = {(1,5), (2,4), (2,6)} CAXB, 3= {(2,4), (2,5), (2,6)} CAxB
si7={(41),(42),(51),(52)} C B x A.

54 se determine domeniul de definitie si domeniul de valori ale aces-
tor relatii si relatiile inverse respective. :

Solutie. a) 6, = {1,2} = 4, p, = {4,5,6} = B; a™! =
= {(5’1)7 (472)7 (67 2)}; 60,—1 = B, Pa-1 = A;

b) 55 = {2}3 Ps = {47556} =B; p7'= {(432)* (5’2)7 (672)}7
051 = B, pg-1 = {2}

¢) by = {4%5}7 P~y = {172} =4 7-1 = {(174)’ (2,4), (1,5), (2,5)}
(57—1 = A, Py-1 = {(4,5)}.

Compunerea relatiilor. Fie A,B,C trei multimi si si con-
sideram relatiile R C Ax B, S C B x C. Relatia Ro S C A x C
construitd in conformitate cu echivalenta

(a,c)€ RoS & (J)be B ((a,b) € R A (bye) € 5),
adica
RoS§ ={(a,c)€ AxC|(3)be B((a,b)€ R A (b,c) € S)} C Ax C,

se numesgte compunerea relatiilor R si 5.

Exemplul 2. Fie A, B, a, 8,7 cele din exemplul 1. Si se determine
aoa, @03, aoy, Boy, B oa, 0B, 7087, v Lo 31 si (Boy) L.

Solutie. Atragem atentie ci compusul relatiilor @« C C x D cu
B C E x E existi, dacd si numai daci D = E.
a) Deoarece a C A x B, 3 C A x B, rezulti ¢i a0 o si aof nu
exista.
b)a CAXBsiyCBxA=ao0v€ AxA. Determindm « o 7:
(L5)easi (5,1)evy=(1,1) € a0y,
(L3)€asi(5,2)evy=(1,2)€aoy,
(274) €asi {(47 1), (4’2)} Cr= {(27 1), (272)} Caoy;
(2,6) € @, insd in v nu avem nici o pereche cu prima component3 6.
Rezulta a0y = {(1,1), (1,2), (2,1), (2,2)}.
¢)BC AxB,yC BxA= o7 existi. Repetand rationamentele
din p. b), obtinem
Boy= {(27 1)’ (272)}'
d)3'CBxAsiaCAxB=81oaCBxB si
/8_1 ca= {(4?4)7 (4’6)’ (5’4)’ (5’6)7 (6?4)7 (6’6)}'
e)37'CBXxAsiBCAXB=>3103CBxB si
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8710 8 ={(4,4), (4,5), (4,6), (5,4), (5,5), (5,6), (6,4), (6.5),
(6,6)} = B
f)BCAXB si 7'CBxA=>pof1CAXA i
Bo gl = {(272)}'
g)yv1CAxXxB §i 37'CBxA=>71of1TCAXA
7_1 of = {(1,2), (2,2)}.
h) (8 07)_1 ={(1,2), (2,2)} = 77 to ﬂ_l-
Relatia de egalitate. Fie A o multime. Relatia
1, ={(z,z)lre A} =4 CAXA
se numegte relatie de egalitate pe A. Adica
zlye =Y.
De un real folos este
Teorema 1. Fie A,B,C,D multimi i RC Ax B, 5 C BxC,
T C C x D relatiz. Atunc:
1) (RoS)oT = Ro(S0oT) (asociativitatea compuneri relagiilor);
2)1,0R=Rolp=R;
3)(RoS) '=85"1oR™Y;
4) (R~Y)"'=R.

Relatii de echivalenti. Relatia binarda R C A? se numeste:

a) reflexivi, dacd z Rz oricare ar fi z € 4;

b) simetrica, daci (zRy = yRz), (V) z,y € A;

¢) tranzitiva, dacd ((zRy A yRz) = zRz), (V) z,y,z € 4;

d) antisimetrics, dacd ((zRy A yRz) = z =y), (V)z,y € A;

e) relatie de echivalentd pe A, dacd ea este reflexivé, simetrica
i tranzitiva;

f) antireflexivi, daci z R z oricare ar fi z € A.

Fie R o relatie de echivalentd pe multimea A. Pentru fiecare ele-
ment ¢ € A, multimea

R; = {y € Alny}
se numeste clasa de echivalenta a lui  modulo R (sau in raport cu
R), iar mul{imea
A/R = {R;|x € A}

se numegte multime factor (sau multime cat) a lui A prin R.

Proprietitile claselor de echivalentd. Fie R o relatie de
echivalen{d pe o multime A si z,y € A. Atunci au loc urmatoarele
afirmatii:

1)z € Ry;

2)R. =R, < zRy & y € Ry;
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3) Re # Ry & R, NR, = &,
) |J R = A

€A
Partitii pe o multime. Fie A o multime nevidi. O familie de

submultimi {A;|¢ € I} ale lui A se numegte partitie pe A (sau a lui
A), daca sunt satisficute urmitoarele conditii:

1)i€]=>.4i#®;

'2) Ai;éA]' =>Aiﬂ.4j = O;

3) | J4i =4

€l

Teorema 2. Pentru orice relatie de echivalentd R pe mulfimea A,

maulfimea factor A/R = {R;|z € A} este o partifie a lui A.

Teorema 3. Pentru orice partitie 5 = {A;|i € I} alui A, existd o
unicd relatie de echivalen{d as pe A, astfel ca
Alas = {Ali € I}.

Relatia as C A? se construjeste dupi regula
rasy << (i€l (z€ 4; Aye A
Se stabilegte ugor cd as este relatie de echivalents pe A si egalitatea
cerutd.

Exemplul 3. Definim pe multimea Z relatia binari « in conformi-
tate cu echivalenta aab < (a—b)'n, unde n € IV*, n fixat, (V)a,be Z.

a) 54 se demonstreze ci a este relatie de echivalentd pe Z.

b) Sa se determine structura claselor de echivalenta.

¢) 54 se construiascd multimea factor Z/a. Aplicatie: n = 5.

Solutie. a) Fie a,b,c € Z. Atunci:
1) reflexivitatea a —a = 0'n = aqa;
2) simetria aab = (a — b)in = (b~ a)'n = (b—- a)in = baa;
3) tranzitivitatea (aab A bac) = ((a —b)n A (b—c)n) =
= ((a=b)+ (b—¢))in = (a~c)n = aac.
Din 1) - 3) urmeaza ci o este relatie de echivalenti pe Z.
b) Fie a € Z. Atunci
a,={b € Zlaob}={b € Zj(b—a)n}={b € Z|(I)t € Z: b—a=nt}=
={beZ|(ItcZ: b=a+nt} ={a+ntteZ}
In conformitate cu teorema impdrtirii cu rest pentru numerele
intregi a si n, obtinem
a=ng+r,, 0<r,<n-1.

36



Atunci
a+nt=nqg+r,+nt=r,+(nt+nq)=r,+ ns,
unde s =t + q € Z, si de aceea
a, = {rq + nsls € Z},
unde 7, este restul de la impirtirea lui a prin n. Insi
Aa=ng+r, & a—T, =105 (a—71,)n S aar, & 0 = Q.
Cu alte cuvinte, clasa de echivalentd a lui a € Z coincide cu clasa
restului de la impartirea lui a prin n.
¢) Deoarece prin impdrtirea la n se pot obtine numai resturile
0,1,2....,n—1, din p. b) rezultd cd avem exact n clase de echivalentd
diferite:
g, 1,02,. .. ,Aan_l.
De obicei se foloseste notatia a; =1, ¢ = 0,n — 1. Atunci
Z/a={0,1.2,...,n—1},
unde 7 const3 din acele si numai acele numere intregi care la impirtirea
prin n dau restul 7, 7 = 0,n — 1.
Pentru n = 5, obtinem

cu
0 = {+0,£5,+10,4+15,...} = {5t|t € Z},
1={1+5¢|g€ Z}={...,-9,-4,1,6,11,.. .},
3={2+5slseZ} ={....,—8,-3,2,7,12,.. .},

3={3+5ulucZ}=4{..,-7,-2,3,8,13,.. .},

d={44+5vjveZ}={..,-6,-1,4,9,14,...}.

Definitie. Relatia o se numegte relatie de congruentd modulo
n pe Z, iar clasa @ = «, se numeste clasa de rest modulo n si
elementele el se numesc reprezentantii acestei clase.

Notatia obignuita:
aah & (a — b)n & a = b(modn) (a este congruent cu b modulo n),
iar

Z/a=17,=1{0,1,2,...,n -1}

este multimea tuturor claselor de resturi modulo n.

Exemplul 4 (geometric). Fie = un plan si L multimea tuturor
dreptelor din plan. Definim pe L relatia binard 8 in conformitate cu
dlﬂdz & dy ” dg, (V) dl,dg e L.

a) Sa se arate ca (3 este o relatie de echivalenta pe L.
b) Sa se descrie clasele de echivalentd modulo 3.
¢) Sa se indice mul{imea factor.
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Solutie. a) Este evident ci 3 este relatie de echivalentd (fiecare
dreaptd este paraleld cu ea insisi; daci d || dy = ds || d; si
(dl ” dy A d, ” d3) = d1 ” dg)
b) Fie d € L. Atunci clasa
B4 ={l € L|lad} = {l € L|i||d}
constd din acele gi numai acele drepte din L care sunt paralele cu
dreapta d.
¢) L/B = {Bald € L} este o mulime infinits, deoarece in planul 7
avem o infinitate de directii.

Exemplul 5. Se di multimea A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} si pirtile
el Al = {1,2}, A2 = {3,4,6}, A3 = {5,7,8}, A4 = {9}, Bl = {1,2,
4}, By = {2,5,6}, Bs = {3,7,8,9,10}.

a) Sd se arate ca § = {A;, A3, A3, A4} este partitie a lui A.

b) Sa se determine relatia de echivalenti as pe A.

c¢) Este T = { By, Bs, B3} o partitie pe A?

Solutie. a) 1) Observim cd A; € S = A; £ 0, i =1,4;
_2) A1NA; = AN As = 4, N Ay = Ay NAz = Ay N Ay =
=A3sNAy =@.
3) AT UAy U AU Ay = A,
adicd sistemul S de submultimi ale multimii A defineste o partitie pe
A.
b) In conformitate cu teorema 3, avem
(z,y) €as & zasy© (3)i€ {1,2,3,4} (z € A; A y € A)).
Deci
Qs = {(1’1)7(172)7(2’1)’(2’2)’(373)7(374)>(3’6)7(4v3)7(474)a(4a6)a(673)7
(6.4),(6,6),(5,5),(5,7),(5.8),(8,5),(8.,8),(8,7),(7,5),(7,7),(7.8),(9,9)}.
¢)1)B;,€eT=B; #2; i=1,3;
2) B UB; UBs=A;
3) BiNB ={2} # @,
ceea ce demonstreaza cd sistemul 7 nu defineste o partitie pe A.
Relatii de ordine. O relatie binard R pe multimea A se numegte
relatie de ordine pe A, dacd este reflexivi, antisimetricd §i tranzi-
tiva.
Daca R este o relatie de ordine pe A, atunci si R™! este de asemenea
o relatie de ordine pe A (verificati!). De obicei, se noteaza relatia R
cu ,,<” si relatia R™! cu “>”, astfel ci
rlyLy2e.
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Cu aceast3 notatie, conditiile ci ,,<” este o relatie de ordine pe mul-
timea A se scriu:

reflexivitatea z € A = z < 7;

antisimetria (z <y Ay <z)=> T =Y;

tranzitivitatea (z <y Ay <z) >z <z

Exemplul 6. Pe multimea IV definim relatia binard 7 in conformi-
tate cu
avbe (ke N(a=b-k).
S se arate ci 7 este o relatie de ordine pe IV.

Solutie. Verificim conditiile din definitia relatiei de ordine.
1) Reflexivitatea
a=a-1= avya, (V)ae€ V.
2) Antisimetria. Fie a,b € IN cu avb si bya. Rezulta c3 exista
numerele naturale c,d € IN cua=b-csib=a-d. Atunci
a=b-c=(a-d)-c=a-(d-¢c)=>d-c=1l=>d=c=1
ceea ce implica
a=b-c=b-1=0.
3) Tranzitivitatea. Fie a,b,c € IN cu ayb si byc. Atunci existd
u,v € IN cua=busgib=covside aceea
a = bu = (cv)u = ¢(vu) = aye.
Deoarece v - u € IN, este adevdrata implicatia
(avb A byc) = ave,
ceea ce demonstreazd ci 7 este o relatie de ordine pe multimea N.
Remarci. Relatia de ordine v se numeste relatie de divizibilitate
pe IN si se noteaza a:b, adicd
ayb= abe (ke N(a=b-k) & bla
(bla se citeste “b divide pe a”, 1ar a'b “a este divizibil prin b”).

II. Relatii functionale. Fie A si B doud multimi. O relatie
R C A x B se numeste aplicatie sau relatie functionald, dacd sunt
satisfacute conditiile:

1) (¥)z € A(3)y € B, astfel incat zRy;

2) (zRy A zRy1) = y =41

' O aphicatie (sau functie) este un triplet f = (A,B,R), unde A

si B sspt’doud multimi si R C A X B este o relatie functionali.

Daci R C A x B este o aplicatie, atunci pentru fiecare element
z € A-existd, conform conditiilor 1) si 2) de mai sus, un singur element
y € B, astfel cd zRy; notim acest element y cu f(z). Deci
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f(z) =y & zRy.

Elementul f(z) € B se numeste imaginea elementului = € A prin
aplicatia f, multimea A se numeste domeniul de definitie al lui f
notat prin D(f) = A, iar multimea B se numeste codomeniul lui f
§i spunem, de obicei, ci f este o aplicatie definitd pe A cu valori in
B. Relatia functionali R se numeste gi graficul aplicatiei (functiei) £,
notat, ulterior, prin G;. Pentru a arita ci f este o aplicatie definiti

pe A cu valori in B, scriem f: A — B sau A R B, iar in loc de a
descrie care este graficul lui R (al lui f), indicim pentru fiecare z € A
imaginea sa f(z). Atunci
y = f(2) & 2Ry & 2Rf(2) & (2, f(2) € R = G},
adica
Gy={z, f(z))lr € A} C Ax B.

Egalitatea aplicatiilor. Doui aplicatii f = (A,B.R) si
9 = (C,D,S) se numesc egale daci si numai daci au acelagi dome-
niu A = C, acelasi codomeniu B = D i acelasi grafic R = §.
In cazul cand f9: A — B, egalitatea f = g este echivalenti cu
f(z) =g(z),(V)z € A, adici

f=g®Waed(flz)=g(z)).

Aplicatia identici. Fie 4 o multime. Tripletul (A4, 4,1,) este,
evident, o aplicatie, care se noteazi cu acelasi simbol 1, (sau ¢) si se
numeste aplicatie identici a multimii A.

Avem

@)=y & (@ el so=y.
Prin urmare,
lat A — Al 14(z) = z pentru (V)z € A.

Prin F(A, B) vom nota multimea functiilor definite pe A cu valori
in B. Pentru B = A, vom folosi inscrierea, F(A)inloc de F(A, A).

In cazul unei multimi finite 4 = {a1,a,,... @}, o functie
@1 A — A se di uneori cu ajutorul unui tablou de forma

z ai a9 e ay
Ple) | elar) | o(as) | ... | olan)
in care in prima linie se trec elementele ai,ag,...,a, ale multimii A,

lar in a doua linie se trec imaginile respective ale acestora prin ¢,

anume @(az), ¢(az), .- ., ¢(an).
In cazul cand A = {1,2,...,n}, vom folosi pentru a determina
aplicatia ¢: 4 — A i notatia
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_ ( 1 2 3 .. n-=1 n )
PEp() @2) 93) ... pn—1) @(n) )’
mai frecvent folositd pentru inscrierea aplicatiilor bijective ale mul{imii
A in ea insisi. De exemplu, dacd A = {1,2}, atunci elementele lui
F(A) sunt:

(12 (12 L, (12 12
T\ 2 ) a‘<~2 1)’ 3‘(1 1)’ 7‘(2 2)'

Daci f: A— B, X C A, Y C B, atunci introducem notatiile:
F(X)={be Bl(3)z € X: f(s) = b} = {f(a)lz € X} C B
~ imaginea submultimii X prin aplicatia f.
In caz particular, ¢(A) = Zmy, imaginea aplicatiei ¢;
FNY)=fac Al@)yeY: f(a)=y}={ac Alf@eY}CA
este preimaginea submultimii Y prin aplicatia f.
in caz particular, pentru y € B, vom scrie in loc de 'y}
simplu f~1(y), adica
F1w) = {a € Alf(a) = v}

— multimea tuturor preimaginilor lui y prin aplicatia f, iar
f71(B) = {a € Alg(a) € B)

- preimaginea completd a multimii B prin aplicatia f-

Compunerea aplicatiilor. Considerdm aplicatiile f=(A,B,R)
si g = (B,C,S), deci codomeniul lui f sd coincida cu domeniul lui g.
Formam tripletul go f = (4,C, R0 S).

Atunci g o f este de asemenea o aplicatie, numitd compusul
aplicatiei g cu aplicatia f, iar operatia “o ” se numegte compunerea
aplicatiilor. Avem
(gof)(z)=2¢ (z,2) € RoS & (I)y € B((z,y) € R A (y,2) € 85) &

& (yeB:zRy AySze (ye B: (flz)=y A glyy=2)«
& g(f(z)) =2

(go f)(z)=g(f(z)), (V)z € A

Teorema 4. Fie date aplicatiile A J.oBp2 ¢ D Atunc
a) (hog)o f=ho(go f) (asociativitatea compunerii aplicatiilor);
b)folAZIBOf:f.

Exemplul 7. Considerim relatiile R C R x IR i § C [0,+00)X
x[0,4+), T C R X IR, definite astfel: zRy < r? =y,
Sy z=9y%, Ty y=2+1

adica
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A. Sd se determine care din relatiile R, R=1, S, 51, T,T! sunt
relatii functionale.

B. Sa se gaseascd functiile determinate in p- A.

C. 54 se calculeze fog,go f, foh, hof,hoh™l, h-1oh (f,g,h
functiile din p. B.)

D. 34 se calculeze (f o h)(—3), (A=Y 0 h)(1/2), (h o £)(1/3).

Solutie. Rezolvim A si B concomitent.
a) Examindm relatia R.
z€ER=z22c R=yc R, adici

1) (V)z € R(3)y = 2% € IR, astfel incat zRy;

2) (zRy A 2Ry1) = (y = 22 A yp = z?) = y = y;, adici R
este relatie functionald. Notim aplicatia determinati de R prin f,
f=(R,R,R).

b) Examindm relatia R~!.

YR 'z & zRy & y = 22,
adicd dacd y € R = {a € Rla < 0}, atunci nu existd nici un
¢ € IR, astfel incat yR™ 1z, ceea ce demonstreazi ci R~! nu este
relatie functionala.

c) Pentru relatia S, avem: S si §~1 sunt relatii functionale. Notim
prin g = ([0,+), [0,+), 5) i g7' = ([0,+00), [0,+00), §-1)
functiile (aplicatiile) definite de S si S~1, respectiv.

d) Examindm relatia 7"

zeR=>z+1€ R sided

(V)z€e R(3)y =2+ 1€ R, astfel ci zTy;

) (eTyAaTy) = (y=z+1lAgp=z+1) =y =y, ce
demonstreaza ca T este relatie functionali.

e) Pentru relatia 71, obtinem:

Tz eelTysy=cs+l=z=y—1.

1)(V)ye R(3) z = y -1 € R, astfel incat yT-1z:

2) (yT7 'z A yT~lzy) = (2Ty A Ty) = (y=z+1 Ay =
=n+l)>n+l=2z4+1= 1 = z, adicd T7! este de asemenea
relatie functionald. Notdm prin h = (IR, R, T) si h~! = (R,R,T-1).

C. Din A gi B rezulti
flz)=2*,2 € R, g(z) = V/z,z € [0, +o00), h(z) =z + 1,

te€R, kY z)=z-1,2z € R.

a) Atunci fog, go f si goh nu exists, fiindci domeniile si codomeni-
ile nu coincid (f = (R,R,R), g = ([0,+0c0), [0,+), §),h = (R,
R,T)).
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b) Calculim foh, hof, hoh™! si k= oh.
(f o h)(2) = F(h() = fla+ 1) = (z + 1’
(ho f)(z) = h(f(z)) = h(z?) = 22 + 11
(hoh ) z)=h(h Hz))=h(z-1)=(z-1)+1=2= 1g(z);
(h"Yoh)(z) = h}(h(z)) =h Nz +1)=(z+ 1) - 1=2z=1g(z).

Deci foh#hofsihoh™t=h7loh=1g

D. Calculim: (foh)(=3) = (2 +1)*/o=-3 =4, (h"1oh)(1/3) =
= 1/2, (ho f)(1/3) = (2% + 1)/z=1/3 = 1/9 + 1 = 10/9.

Aplicatii injective, surjective si bijective. O aplicatie
f: A — B se numeste:

1) injectiv&, dacd f(a1) = flag) = a1 = aa, (V) ag,a2 € A
(echivalent: a1 # az = f(a1) # f(a2));

2) surjectivi, dacd (V)b € B(3)a € A: fa)=b
(orice element din B are cel putin o preimagine in A);

3) bijectivd, dacd f este injectivd sl surjectiva.

Remarci. Pentru a demonstra cd o functie f: A — B este sur-
jectivd, trebuie ca ecuatia f(z) = b sd fie rezolvabild in A pentru orice
be B.

De un real folos sunt

Teorema 5. Fiind date aplicafiile A J. p2 C, avem:
a) dacd f si g sunt injective, atunci g o f este injectivd;
b) dacd f si g sunt surjective, atunci g o [ este surjectivd;
c) dacd f si g sunt bijective, atunci g o f este bijectivd;
d) dacd go f este injectivd, atunci f este injectivd;

e) dacd g o f este surjectivd, atunci g este surjectivd.

Teorema 6. Aplicatia f: A — B cu graficul Gy = R este
aplicatie bijectivd, dacd $i numai dacd relafia inversd R este o relatie
functionald (f~! este aplicatie).

Aceast3 teorem3 rezultd imediat din
(y.2) € R & yR 'z & fT(y) =z & cRy & y = f(2).

Aplicatia inversd. Fie f: A — B o aplicatie bijectiva cu grafi-
cul G; = R. Din teorema 6 rezulti ci tripletul f~1=(B,A, R™)este
o aplicatie (functie). Aceastd functie se pirmegte inversa functiei f.
Avem

f~1: B — A, iar pentru y € R,
Yy =z yR e s zRy & f(z) =1y,
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