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x + 2 S; 4 - x/3 sau x + 2 > 4 - x/3. 
�E�x�a�m�i�n���m� fiecare caz aparte: 

1) x + 2 S; 4 - x/3 �<�c�}� 3x + 6 S; 12 - x �<�c�}� 4x S; 6 �<�c�}� x S; 3/2. 
În acest caz, avem: 

min(x + 2,4 - x/3) :2 1 �<�c�}� x + 2:2 1 �<�c�}� x :2 -l. 
Toate numerele întregi x pentru care -1 S; x S; 3/2 sunt: -1,0,l. 

2) x + 2> 4 - x/3 �<�c�}� x > 3/2. Atunci 
min( x + 2,4 - x /3) :2 1 �<�c�}� 4 - x /3 :2 1 �<�c�}� 12 - x :2 3 �<�c�}� x S; 9. 

Toate numerele întregi x pentru care 3/2 < x S; 9 sunt: 2,3,4,5, 
6.7.8.9. 

Am �o�b�c�i�n�u�t� astfel: 
A = {-1,0, 1,2,3,4,5,6, 7,8,9}. 

�R���s�p�u�n�s�:� A = {-1, 0, 1,2,3,4,5,6,7,8, 9}. 

16. �S��� se determine valorile parametrului real m pentru care 
�m�u�l�c�i�m�e�a� 

A = {x E IRI(m - l)x 2 
- (3m + 4)x + 12m + 3 = O} 

are: 
a) un element; 
b) �d�o�u��� elemente; 

c) este �v�i�d���.� 

�S�o�l�u�c�i�e�.� �M�u�l�c�i�m�e�a� A coincide cu �m�u�l�c�i�m�e�a� �s�o�l�u�c�i�i�l�o�r� �e�c�u�a�c�i�e�i� 

�p���t�r�a�t�e� 

(m - 1 )x2 
- (3m + 4)x + 12m + 3 = ° (1) 

§i rezolvarea problemei s-a redus la determinarea valorilor parametru
lui m E IR pentru care �e�c�u�a�c�i�a� are o �s�o�l�u�c�i�e�,� �d�o�u��� �s�o�l�u�c�i�i� diferite §i nu 
are �s�o�l�u�c�i�i�.� 

a) �E�c�u�a�c�i�a� (1) are o �s�i�n�g�u�r��� �(�d�o�u��� egale) �s�o�l�u�c�i�e�,� �d�a�c��� §i numai 

�d�a�c��� D = ° pentru a = m - 1 -# ° sau în cazul când a = m - 1 = O. 
�E�x�a�m�i�n���m� aceste cazuri: 

1) D = (:3m +4)2 - 4( m -1)(12m + 3) = -39m2 + 60m + 28 = ° �<�c�}� 

[ 

30 - 2V498 
�<�c�}� 39m2 - 60m - 28 = ° �<�c�}� m = 39 1Ai\O' 

30 + 2y498 
m= . 

39 
2) Pentru m = 1, �e�c�u�a�c�i�a� (1) ia forma -5x + 15 = ° �<�c�}� 

�<�c�}� x = 3. Deci �m�u�l�c�i�m�e�a� A �c�o�n�s�t��� dintr-un singur element pentru 
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{
30 - 2V498 30 + 2J498} 

m E 39 ,1, 39 . 

b) Ecuaţia (1) are două rădăcini diferite, dacă §i numai dacă D > O, 
adică 

D O 39 2 60 28 O (30 - 2V498 30 + 2V498) > <ţ} m - m - < <ţ} m E 39 ' 39 . 

c) Ecuaţia (1) nu are rădăcini <ţ} D < O <ţ} 39m2 - 60m - 28 > 

O ( 
30 - 2V498 ) U (30 + 2V498 ) > <ţ} m E - 00, 39 39' +00 . 

W ) {30 - 2V498 1 30 + 2V498 } 
aspuns: a m E 39 " 39 ; 

b) m {30 - 2V498 30 + 2V498}. 
E 39 ' 39 ' 

) ( 
30 - 2V498 ) U (30 + 2V498 ) 

c mE -00, 39 39 ,+00. 

17. Fie multimile A = {3, 4, 5} §i B = {4, 5, 6}. Să se scrie ele
mentele mulţimilor A2 n B 2 §i (A \ (B \ A)) X (B n A). 

Soluţie. a) Pentru prima mulţime avem: 
A 2 = {(3,3), (3,4), (3,5), (4,3), (4,4), (4,5), (5,3), (5,4), (5,5)}, 
B 2 = {(4,4), (4,5), (4,6), (.5,4), (5,5), (5,6), (6,4), (6,5), (6,6)}, 

A2 n B2 = {(4A), (4,5), (5,4), (5,5)}. 
b) Pentru mulţimea a doua avem: 

B \ A = {6}, A \ (B \ A) = A, B n A = {4,5}. 
Atunci A x (B n A) = {(3,4), (3,5), (4,4), (4,5), (5,4), (5,5)}. 

Răspuns: A2 n B2 = {(4,4), (4,5), (5,4), (5,5)}; 
A \ (B \ A) x (B n A) = {(3,4), (3,5), (4,4), (4,5), (5,4), (5,5)}. 

18. Fiind date mulţimile A = {1, 2,3,4,5,6, 7} §i B = {2, 3, 4}, să 
se rezolve ecuaţiile A 1::, X = A \ B §i (A 1::, Y) 1::, B = CA(B). 

Soluţie. Pentru a rezolva ecuaţiile din enunţ, folosim proprietăţile 
diferenţei simetrice: A 1::, (A 1::, B) = B, asociativitatea §i comutativi
tatea ei. 

a) A 1::, X=A\B=?A 1::, (A 6 X)=A 6 (AnB)=?X =A 6 (A \B). 
Însă A \ B = {1,5,6, 7}, A \ (A \ B) = {2,3,4}, (A \ B) \A = 0 §i de 
aceea 

X = A 6 (A \ B) = (A \ (.4 \ B)) U ((A \ B) \ A) = 
= A \ (A \ B) = {2, 3, 4} = B. 
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b) (A b. Y) b. B = A \ B {:} (A 6. B) 6. Y = A \ B {:} 
{:} (A 6. B) 6. ((A 6. B) 6. Y) = (A 6. B) 6. (A \ B) '* 

{:} Y = (A 6. B) 6. (A \ B). 
Calculam 

A 6. B = (A \ B) U (B \ A) = {1,5,6, 7} U 0 = {1,5,6, 7}. 
Deci 

Y = (il. \ B) 6. (A \ B) = 0. 

Răspuns: X = B, Y = 0. 

19. Sunt date mulţimile 

A = {x E IRI Ix - 11 + 12 - xl > 3 + x}, B = {x E IRI(x 2 - 4) X 

x(x + 3)(x + 2)2 ::; O}. Să se determine mulţimile AU B, An B, A, 
B, A \ B, B \ A, (A U B) \ (B \ A) §i A X (B \ A). 

Soluţie. 1) Determinăm mulţimile A §i B. 

a) x E A {:} Ix - 11 + 12 - xl> 3 + x {:} Ix -11 + Ix - 21> 3 + x (*) 

X-l~ 
x-2 - - + 

o 1 2 
) 

x 

Inecuaţia * este echivalenta cu totalitatea a trei sisteme de inecuaţii: 

{
X E (-00,1), { x E (-00,1), 
1 - x + 2 - x > 3 + x, x < O, 

( ) { x E [1;2), {:} {x E [1;2), {:} 
* {:} x - 1 + 2 - x > 3 + x, x < -2, 

{
X E [2, +(0), { x E [2, +(0), 
x - 1 + x - 2> 3 + x, x > 6 

[

X E (-00, O), 
{:} x E 0, {:} x E (-00,0) U (6, +(0). 

xE(6,+00) 
Deci 

A = (-oo,O)U (6,+00). 

b) x E B {:} (x 2 
- 4)( x + 3)( x + 2)2 ::; O {:} (x + 2)3( x + 3)( x - 2) ::; 
::; O {:} x E (-00, -3] U [-2; 2]. 

Cu alte cuvinte, 
B = (-00, -3] U [-2; 2]. 
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2) Determinăm mulţimile cerute cu ajutorul reprezentării grafice 

~/A//;2.@~_ ~ ~ &/2L) --~~~~~~~~illi42~----~6 x -3 -2 O 

a) Au B = (-00,2] U (6,+00) 

b) An B = (-00, -3] U [-2;0) 

c) A = ClR(A) = [0;6] 

d) B = ClR(B) = (-3, -2) U (2,+00) 

e) A \B = (-3,-2)U(6,+00) 

f) B \ A = [O; 2] 

g) (A U B) \ (B \ A) = 0 

h) A X (B \ A) = {(x,y) E JR21x E [0;6], y E [0;2] 

-72?>.,--,/~"~---<~ ) 
2 6 x 

L?:?>. /Z6, 
-3 -2 O 

) 
x 

y 
~ 
O 6 

) 
x 

/Z6, ) 
-3 -2 2 x 

-o 6 x -3 -2 

O 2 
) 
x 

20. 40 de elevi au scris o lucrare de control la matematică, care 
conţine o problemă, o inecuaţie §i o identitate. Trei elevi au rezolvat 
corect numai problema, 5 elevi numai inecuaţia, 4 elevi au demonstrat 
numai identitatea, 7 elevi nu au rezolvat numai problema, 6 elevi -
numai inecuaţia, 5 elevi nu au demonstrat numai identitatea. Ceilalţi 
elevi au rezolvat totul corect. Câţi elevi de ace§tea sunt? 

Soluţie. Fie A mulţimea elevilor care au rezolvat corect numai 
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problema. B - numai inecuaţia, C - au demonstrat numai identitatea, 
D - mulţimea elevilor care au rezolvat numai problema şi inecuaţia, 
E - mulţimea elevilor care au rezolvat numai problema şi au demon
strat identitatea, F - mulţimea elevilor care au rezolvat numai 
inecuaţia şi au demonstrat identitatea, iar G - mulţimea elevilor care 
au rezolvat totul corect. 

Din condiţiile puse rezultă că n(A) = 3, n(B) = 5, n(C) = 4, 
n(D) = 8, n(E) = 7, n(F) = 9. 

Dar deoarece fiecare din elevii care au scris lucrarea a rezolvat cel 
puţin un punct al lucrării corect şi Întrucât mulţimile A,B,C,D,E, 
F, G au ca elemente comune numai elementele mulţimii vide, reuniunea 
mulţimilor A, B, C, D, E, F, G este mulţimea elevilor care au scris luc
rarea. 

Prin urmare, n(AUBUCUDUEUFuG) = n(A)+n(B)+n(C)+ 
+n(D)+n(E)+n(F)+n(G). Deci n(G) = n(AUBUCUDuEUFuG)
-n(A)-n(B)-n(C)-n(D)-n(E)-n(F) = 40-3-5-4-8-7 -9 = 4. 

Răspuns: Deci 4 elevi dintre cei care au scris lucrarea au rezolvat 
totul corect. 

21. (Problema matematicianului Dodjson.) 
Într-o luptă încordată 72 din 100 de piraţi au pierdut un ochi, 75 

- o ureche, 80 - o mână şi 85 - un picior. Ce număr minim de piraţi 
au pierdut în acelaşi timp ochiul, urechea, mâna şi piciorul? 

Soluţie. Notăm prin A mulţimea piraţilor cu un ochi, prin B -
mulţimea piraţilor cu o ureche, prin C - mulţimea piraţilor cu o mână 
şi prin D - mulţimea piraţilor cu un picior. 

În problemă se cere de apreciat mulţimea A n B n C n D. 
Este evident că mulţimea universală E este alcătuită din mulţimea 

A. n B n C n D şi din numărul piraţilor care au păstrat ori ambii ochi, 
ori amândouă urechi, ori amândouă mâni, ori amândouă picioare. 

De aceea E = (A n B n C n D) U AU B U C U D. De aici reiese 
că mulţimea E nu este mai mică (nu are un număr mai mic de ele
mente) decât suma numerelor de elemente ale mulţimilor A, B, C, D şi 

An B n C n D (egalitatea ar fi avut loc numai în cazul când mulţimile 
A, B, C şi D două câte două nu se intersectează). 

Dar n( A) = 30, n( B) = 25, n( C) = 20, şi n( D) = 15. Deci 
substituind, avem n(E) = 100, adică 100 :S n(A n B n C n D) + 30 + 
+25+20+15. Prin urmare, n(AnBnCnD) ~ 100-30-25-20-15 = 
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= 10. 
A§adar, nu mai puţin de 10 piraţi au pierdut în acela§i timp ochiul, 

urechea, mâna §i piciorul. 

Răspuns: Nu mai puţin de 10 piraţi. 

22. Din 100 de elevi 28 studiază limba engleză, 8 -limbile engleză 
§i germană, 10 - limbile engleză §i franceză, 5 - limbile franceză §i 
germană, 3 elevi studiază toate trei limbi. Câţi elevi studiază numai 
o limbă? Câţi elevi nu studiază nici o limbă? 

Soluţie. Fie A mulţimea elevilor care studiază limba engleză, B -
limba germană, C - limba franceză. 

Atunci mulţimea elevilor care studiază limbile engleză §i germană 
este An B, engleză §i franceză - A n C, franceză §i germană - B n C, 
engleză, germană §i franceză - A n B n C, mulţimea elevilor care stu
diază cel puţin una din aceste trei limbi este A U B U C. 

Din condiţiile de mai sus rezultă că elevii care studiază numai limba 
engleză alcătuiesc mulţimea A \ (A n B) U (A n C), numai germana -
B \ (A n B) U (B n C), numai franceza - C \ (A n C) U (B n C). 

Dar deoarece AnB ~ A, avem n(A \((AnB)U(AnC))) = n(A)
-n((AnB)U(AnC)) = n(A)-(n(AnB)+n(AnC)-n(AnBnC)) = 

= n(A) - n(A n B) - n(A n C) + n(A n B n C). 
În mod analog, n(B \ ((A n B) U (B n C))) = n(B) - n(A n B)

-n(B n C) + n(A n B n C); 
n(C\((AnC)U(BnC))) = n(C)-n(AnC)-n(BnC)+n(AnBnC). 

Fie D mulţimea elevilor care studiază numai o limbă, atunci 
n(D) = n(A \ ((A n B) U (A n C))) + n(B \ ((A n B) U (B n C)))+ 

+n(C \ ((A n C) U (B n C))). 
Prin urmare, n(D) = n(A) - n(A n B) - n(An C) + n(A n B n C) + 

+n(B) - n(A n B) - n(B n C) + n(A n B n C) + n(C) - n(A n C)
-n(B n C) + n(A n B n C) = n(A) + n(B) + n(C) - 2n(A n B) -
-2n(AnC)-2n(BnC)+3n(AnBnC) = 28+30+42-2·8-2·10-2·5+ 
+3·3= 63. n(D) =63. 

Numărul elevilor care nu studiază nici o limbă este egal cu diferenţa 
dintre numărul total de elevi §i numărul elevilor care studiază cel puţin 
una din aceste limbi, adică n(H) = n(T) - n(A U B U C), unde H este 
mulţimea elevilor care nu studiază nici o limbă, iar T - mulţimea celor 
100 de elevi. 

Din problema 20 avem n(A U B U C) = n(A) + n(B) + n(C) -
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-n(A n C) - n(B n C) - n(A n B) + n(A n B n C) = 28 + 30 + 42-
-8 - 10 - 5 + 3 = 80. Deci n(H) = 100 - 80 = 20. 

Răspuns: 63 de elevi studiază numai o limbă, 20 de elevi nu stu
diază nici o limbă. 

1.3. Exerciţii propuse 

1. Care din afirmaţiile următoare sunt adevărate §i care sunt false? 
a)xE{x}; b)x={x}; 
c) x f- {x}: d) 0 E {0}; 
e) 0 = {0}: f) 0 E {0}; 
g)0={a}; h)0E{a}; 
i)0C::;;{a}; j){x}C::;;{x}; 
k) 0 c::;; {0}; 1) {1, 3, 3} = {1, {2, 3}, 3}; 
m) {1,2,3,4,5}={4,1,3,5,2,4,5}; n) {3-1, 6+3}={2, 5+3}; 
o) {a + a} = {2a}, a E lR. 

2. Care din următoarele afirmaţii sunt adevărate §i care sunt false 
(A, B §i C sunt mulţimi arbitrare)? 

a) (A E B §i BEC) => A E C; 
b) (A c::;; B §i BEC) => A E C; 
c) (A f- B §i B f- C) =? .4 f- C; 
d) (A n B c::;; C §i A U C c::;; B) => .4 n C = 0; 
e) (.4 c::;; ( B u C ) §i B c::;; ( A u C )) => B = 0; 

f) (A c::;; B §i B c::;; C §i C c::;; .4) => A = B = C; 
g) P(A u B) = {Al U BIIAI E P(A), BI E P(B)}; 
h) P(A n B) = P(.4) n P(B); 
i) A c::;; 0 => A = 0; 

j) A c::;; B u C => An B c::;; C; 
k) E c::;; A=? .4 = E; 
1) AC::;; B =? B u C c::;; Au C; 
m) A c::;; B => B c::;; A; 
n) .4 c::;; B => (A n B = 0 §i A U B = E). 

3. Fie A = {x E Qlx2 
- 12x + 3.) = O}, 

B = {x E Qlx2 +2x-35 = O}, C = {x E QI(x2 +1)(7x-1) = O}. 
a) Să se determine mulţimile A, B §i C. 
b) Să se precizeze dacă numerele 1/5, 5, 7, 1/2 aparţin sau nu aces

tor mulţimi. 
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4. Să se determine mulţimile 
A={XE1Y*lx=2n, n=1,9}, 
B = {y E .liV"ly = 4m + 6n, m = 1,3, n = -1, O}. 

5. Fie A = {x E iNlx = 4n + 6m, n, m E .liV*}. 
a) Să se scrie trei elemente ale mulţimii A. 
b) Stabiliţi dacă 26,28,33 sunt elemente din A. 

6. Să se indice proprietăţile caracteristice ale elementelor 
mulţimilor: A = {4,7,10}, B = {3,6,12}, C = {1,4,9,16,25}, 
D = {1,8,27,64,125}. 

7. Câte elemente au mulţimile: 
A={xEQlx=3n/(n+2), n=1,50}, 
B = {y E Qly = (n - 1)/(2n+l

), n = 1,10}, 
C={z E iRlz=(an + b)/(cn + d), a,b,c,d E iR, cd>O, n=l,p}? 

8. Fie dată mulţimea A = {-3,-2,-1,1,2,3}. Să se determine 
submulţimile lui A: 

Al = {x E AIP(x): 2x+ 1 = x}, 
A2 = {y E AIQ(y): lyl = y}, 
A3 = {z E AIR(x): Izi = -z}. 

9. Să se determine mulţimile: 
a) A = {x E ZI min(x + 1, 4 - 0.5x) ~ 1}; 
b) B = {x E Zlmax(x -2,13- 2x) ~ 6}; 
c) C = {x E iN*1 min(3x - 1, 2x + 10) ~ 20}; 
d) D = {x E .liV"1 max(20 - x, (45 - 2x)/3) > 13}; 
e) E= {x E ZI min(2x + 7,16 -3x) > O}; 
f) F = {x EZI max( x - 1, 1 - x) ~ 4}; 
g) G = {x E iRI min(x - 1, (13 - x)/2) < 3}; 
h) H = {x E iR I max( x + 1, 7 - x) > 5}; 
i) 1 = {x EZI max(x + 1,4 - 0.5x) ~ 1}; 
j) J = {x E .liV*1 min(20 - x, (45 - 2x)/3) ~ 20}; 
k) J( = {x E Zlmin(x+2, 10- x) > -2}; 
1) L = {x E ZI Ix - 41 < 8}. 

10. Să se compare (e, :=>, =, ct, 1;) mulţimile A şi B, dacă: 

{ I 
2n+ 1 } a) A = x E Q x = n + 4 ' nE iN* , B = {x E Alx < 2}; 
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b) A={X E QIX= ~~2:~, nEW'"}' B={x E AI2 ~ x < 3}; 

c) A = {x E Zlx 2 + 5x + 10 = n2
, nEW}, B = {-6, -3, -2, 1}; 

d)A={XEZlx 2 +3x-3=n2
, nEW}, B={-7,-4,1,4}; 

e) A = {x E ZIx2 + llx + 20 = n2
, nEW}, B = {-16,5}; 

f) A = {x E Rllx-11+lx-21 > 5}, B = {x E lRl(5/(x-4)) > -1}; 
g) A = {x E Rllxl + 11- xl ~ 2}, B = {x E lRI4x 2 

- 4x - 3 ~ O}; 
h) A = {x E RI4x2 

- 4x - 3 ~ O}, B = {x E lRl(3/(x + 1)) < 1}. 

11. Fie A = {1,2,3,4,5,6,7}, B = {5,6,7,8,9,10}. Folosind 
simbolurile u, n, \, C (complementara), exprimaţi cu ajutorul lui A, B 
§i W* mulţimile: 

a) Al = {5,6, 7}; 
b) A2 = {1,2,3,4}; 
c) A3 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}; 
d) _4.4 = {8, 9,10, ... }; 
e) As = {8,9,10}; 
f) A6 = {1,2,3,4,1l,12,13, ... }; 
g) A7 = {1,2,3,4,8,9,10}. 

12. Să se determine mulţimea E, în caz că nu este indicată, §i 
părţile sale A, B, C care satisfac concomitent condiţiile: 

a) Au B = {1,2,3,4,.5,6, 7}, An B = {1,2}, A \ B = {5}; 
b) A = {2, 5, 9,13, ] 8, 20}, B = {2, 6,18, 20}, 

Au B = {1, 5, 6, 9,13, 14}; 
c) An B = {1,3}, A = {5, 6, 7, 9, 10}, A l':. B = {2,4, .5, 8, 9, 10}; 
d) Au B = {1,2,3,4,5}, A \ B = {1,4}, An B ~ {3,4,5}, 

E = {1,2,3,4,5}; 
e) AUBUC = {1,2,3,4,5}, AnBnC = {4}, A \B = {1,2}, 

A \ C = {1,3}, 5 ~ A u B, E = {1,2,3,4,5}; 
f) E = {1,2,3,4}, 1 E A, {2,4}nB = 0, 3 E AnBnC, 4 E AnC, 

An B ~ C, B u C ~ A, Au B u C = E; 
g) E = {1,2,3,4,5}, AuB = E, AnB = {2,3}, {2,3,4,5}nB ~ A, 

{1,4} n _4. ~ B; 
h) E = {1,2,3}, AuBuC = E, AnB ct C, AnC ct B, BnC = {2}, 

1 E B \ C; 
i) E = {1,2,3,4,.5}, Au B = E, An B = {1,2}, 5 ~ A \ B, 

A are mai multe elemente ca B; 
j) E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, AU B u C = E, An B n C = {5}, 
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A \ B = {1,3,6}, A \ C = {1,2,4}; 

k) E = {1,2,3,4}. AnB = {1,2}, A \B = {1,2,4}, {1,2,3} rt B, 

A are mai puţine elemente ca B; 

1) A = {1,2,3,4,5,6}, B = {1,5,6, 7}, AU B = {2,3,4, 7,8,9,10}, 

AnB={8,9,10}; 

m) E = {a,b,c,d,e.J,g,h,i}, AnB = {d,f,i}, 

AU{c,d,e} = {a,c.d,e,f,h,i}, BU{d,h} = {b,c,d,e,f,g,h,i}; 

n) E = {1,2,3, ... ,9}. An B = {4,6,9}, 

AU {3, 4, 5} = {1, 3, 4, 5,6,8, 9}, B U {4, 8} = {2, 3, ... , 9}. 

13. Să se determine mulţimile A, B. Au B, An B, A \ B, B \ A, 
A b, B, A U (B \ A), A \ (B \ A), A X B, B X A, (A U B) X A, 
B X (A \ B), dacă: 

4 { 
~ I 8n - 18 I!vT

} a). = x E l!V x =. n E 2n - 9 ' , 

{ 
1 

9n2 - 48n + 16 } B= xEZx= ,nElN ; 3n - 8 

b)A= xEQx=--,nElN , { I 
2n + 1 } 
2n - 3 

{ I 
3k + 1 ~} B= YEQy=--. kEIN . :3k - 2' , 

c) A = {x E lNlx = ~. n E lN} I n+2 ' 

{ I 6n + 7 ~} B= YEZ,Y=3n+1,nElV ; 

{ ~12X + 5 T} d) A = x E IN ~ EIA, 

{ I 
2n2 + 4n + 2 } B = x E lN Y = n2 + 1 ' n E lN : 
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e) A = {x E Zi ~ ~ ~ ~ O}, B = {x E Zi x
2

: ~x1+ 6 E Z}; 

f) A = { x Ezi ~ ~ : ~ 1 }, B = { x E Fv'! ~ ~ : ~ 1 }: 

g) A = { x Ezi : = ~ E Z }, B = { x E IN I : = ~ E Z }; 

h) A = { x Ezi x 2 : :x 3+ 6 E Z }, 

B = {1: E IN I x 2 

- 5x + 6 E Z}; 
x+3 

i).4 = {x E .LV"'lx = 2n,n = 1,10}, 
B = {y E lV*ly = 4m + 6n, m = 1,3, n E {-1,0}}; 

j) A = {x E iRI Ix - 7\ + Ix + 71 = 14}. 
B = {x E ZI Ix + 31 + Ix - 91 = 14}; 

k) A = {n 2 
- 51n E IN}, B = {n2 + Sin E IN}: 

1) A = {n 2 
- 50ln E LV}, B = {n 2 + 50ln E IN}; 

m) A = {n 2 
- 500ln E Fv'}, B = {n 2 + 500ln E iN}; 

n) A={x E iRlx-vx2-1=V2}, B={x E iRI8x2-2V2x+3=0}. 

{ I 
7n - 4 } 

14. Fie M = x E Q x = n + 3 ' n E N* . 

a) Să se determine mulţimile: 
A = {x {:} AIlx ~ 6}, B = {x E Mlx < 7}, C = {x E Mlx E Z}. 
b) Câte elemente are mulţimea D = {x E ..:'v[lx ~ (699/100)}? 

15. Să se determine mulţimile A, B ~ E, dacă 
.46. B = {2,4,5,8,9,1O}, An B = {1,3}, A = {5,6,7,9,10}, 

E = {1,2,3,4,5,6, 7,8,9,10}. 

16. Să se determine mulţimea E §i părţile sale A §i B, dacă 
A = {2, 5, 9,13,18, 20}, B = {2, 6, 18, 20}, AU B = {1, 5, 6, 9,13,14}. 

17. Comparaţi mulţimile A §i B, dacă: 
a) A = {.r E iRlvx2 - 25 < x + 1}, 

B = { x E iRI { :/_\~ ~' (x + 1)2 }; 

b) A = {x E iRlvx2 - 16· (x2 - 80) ~ V~x2c---1-6}, 

B = {x E iRI { :~ = ~~x~ ~0'1 }: 
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e) A = {x E lRIV6 + x - x 2 > 2x - 1}, 

B = {X E lRl { ~X+:1-:~.~ O, }; 
6 + x - -x2 '> (2x - 1)2, 

d) A = {X E lRI2x - 3 - _1_ < x - 4 - ~}, 
x-05 X-;) 

B = {x E lRI2x - 3 < x - 4}; 

{ 
1

05 2 05 2 } e)A= xElR-
2
(x-x -1)(x+4)<-2(x-x -1)(3x+1) , 

B = {x E lRlx + 4 < 3x + 1}; 

f) A = {x E lRI vx2
+ 1 < O}, B = {x E lRl (vx2

+ 1) 2 < O}; 
g) A = {x E lRIVxTI· vX=3 < 1/2}, 

B = {x E lRl2J(x + 3)(x - 3) < 1}. 

18. Să se determine valorile parametrului real m pentru eare 
mulţimea A are un element, două elemente sau este vidă, daeă: 

a) A = {x E lRlx 2 + mx + 1 = O}; 
b) A = {x E Dllmx2 

- 5x + m = O}; 
e) A = {x E lRlx 2 

- mx + 3 = O}; 
d) A = {x E Dllx2 - 2( m - 2)x + m2 - 4m + 3 = O}; 

e) A = {x E DlI(m + 1)x2 
- (5m + 4)x + 4m + 3 = O}; 

f) A = {x E Dllx 2 
- mx + 36 = O}; 

g) A = {x E lRl(2m - 1)x2 + 2(1 - m)x + 3m = O}; 

h) A = {x E lRlmx 2 
- (m + l)x + m - 1 = O}. 

19. Să se determine numărul de elemente ale mulţimii A: 

a) A = {x E Qlx = (n 2 + 3)/(n2 + n), n = 1,o50}; 

b) A = { x E Q Ix· = (z + 6 ~ z + 5)' Z E Z, Iz I ::; 45 }; 

e) A = {x E ZI(x 2 + 1)(5 - x2
) ~ O}; 

d) A = {x E ZI(x2 
- 3)(x2 - 33)(x2 - 103)(x 2 - 203) < O}; 

e) A = {x E zlx = ;:~, z E Z }; 

f) A = {x E wlx = ;:~, z E Z }. 
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20. Se consideră mulţimile A, B, C. Să se determine A n B n C. 
a) A = {lOx + 31x E IN}, B = {12y + 71y E IN}, 

C = {15z + 131z E IN}; 
b) A = {15n - 700ln E IN}. B = {270 - lOmlm E IN}, 

C = {48k + 561k E IN}. 

21. Să se determine An B, dacă: 
a) A = {6n + 71n E IN}. B = {1l4 - 7mlm E IN}; 
b) A = {3p + 281p E LV}, B = {107 - 14qlq E IN}; 
c) A = {3n - 21n E IN}. B = {1003 - 2mlm E IN}. 

22. Să se demonstreze proprietăţile operaţiilor cu mulţimi 

(vezi p. 1.1). 

23. Să se demonstreze egalităţile (A, B, C etc. mulţimi arbitrare): 
a) A \ B = A \ (A n B) = (A U B) \ B; 
b) A \ (B U C) = (A \ B) n (A \ C); 
c) A \ (B n C) = (A \ B) U (A \ C); 
d) (A n B) \ C = (A \ C) n (B \ C); 
e) (A \ B) n C = (A n C) \ (B n C) = (A n C) \ B; 
f) (A U B) \ C = (.4 \ C) U (B \ C); 
g) (A \ B) \ C = A \ (B U C); 
h) A \ (B \ C) = (A \ B) U (A n C); 
i) An (B !::. C) = (A n B) !::. (A n C); 
j) (A n B) !::. A = A \ B; 

n T, 

k) Au (n B;) = n(A U B;); 
;=1 ;=1 
n n 

;=1 ;=1 
n n 

m) A \ (U Bi) = n(A \ Bi)' 
i=l i=l 

24. Fiind date mulţimile A = {1,2,3}, B = {2,3,4}, C = {3,4,5} 
§i D = {4, 5, 6}, să se scrie elementele următoarelor mulţimi: 

a) (A X A) n (B X B); 
b) A 2 X C 2

; 

c) (A \ B) X (C \ D); 
d) (A n B) X (C n B); 
e) (A U B) X (B UD); 
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f)(AxB)\(CxD); 
g) (A \B) x (CnB); 
h) (A \ e) x (B \ D); 
i) (A \ (C \ D)) x ((D \ B) U A); 
j) (A /:; B) x (D /:; B). 

25. Fiind date mulţimile A, B §i C, rezolvaţi ecuatiile 
(A f B) /:; X = C, unde f E {U, n, \, /:;}: 

a) A = {L 4, 6}, B = {5, 7, 9}, C = {1, 2,3,4,5,6,7,8, 9}; 
b) A = {4,5,6}, B = {1,2,3,4,5,6, 7}, C = {1,5,6, 7}. 

26. Să se determine mulţimile An B, Au B, A, B, A \ B, B \ A, 
Au (B \ A ), An ( A \ B), dacă: 

a) A={x E iR/(x-3)(2+x)(4-x) > O}, B={x E iR/x 2-7x+12 ~ O}; 
b) A = {x E iR/4x2 

- 12x + 5 < O}, B = {x E iR/1/2 < x < 5/2}; 
c) .4 = {x E iR/x2 

- 5x + 6 ~ O}, B = {x E iRl1 ~ 2x + 7 ~ 3}: 
d) A = {x E iRl(x2 -4)(x+1) > O}, B = {x E iRlx 2 -2x-3 > O}; 

e) il = {x E iR/2x(x+7) = x 2+3x}, B = {x E iRI [ ~~2+=4 6:'0 }; 

f) A = {x E iRl(x2 -4x)(x+1) < O}, B = {x E iRlx 2 -2x-3 < O}; 
g) A = {x E iR/3X(.T - 2) - (x + l)(x - 13) = O}, 

B = {x E iRI [ ~:x~ ~ ~4; + 9 = O }; 

h) il = {x E iR13( x - 9)2 - 2( x - 9) - 16 = O}, 

B = {x E iRI [ x

2 

-9
1

(4X + !9)=_039 }; 
x-- x+- --

5 3 2 
i) A = {x E iR 14( 2x - 3? - 4( 2x - 3) + 1 = O}, 

B = {x E iRI [ ~:2_-7)(!22+=1~'= O }; 

j) A={x E iR112x-11 < 14x+11}, B={x E iRI13x-11-12x+31 ~ O}; 
k) il = {x E iR114-3xl ~ 2-x}, B = {x E iR112x-31 ~ 2x-3}; 
1) A = {x E iRI6x2 - 2x+ 1 ~ 1}, B = {x E iRlx2 +2Ixl-3 ~ O}; 
m) il = {x E iRllxl+lx-ll < 5}, B = {x E iRllx+11+lx-21 > 5}; 
n) A = {x E iRlllx - 31 + 11 ~ 2}, B = {x E iRlllx - 11 + xl < 3}. 



J 

CAPITOLUL II 

Relaţii, funcţii 

2.1. Definiţii §i notaţii 

1. Relaţii, tipurile lor. Compunerea relaţiilor. 
Fie A §i B două mulţimi nevide, iar A x B produsul cartezian al 

lor. O submulţime R ~ A x B se nume§te relaţie între elementele 
lui A §i elementele lui B. În cazul când A = B, o relaţie R ~ A X A 
se nume§te relaţie binară definită pe mulţimea A. 

Dacă există o relaţie R ~ A X B, atunci pentru o pereche ordonată 
(a,b) E A X B putem avea (a,b) E R sau (a,b) rt. R. În primul caz 
scriem aRb §i citim "a este în relaţia R cu b", iar în al doilea caz -
aR- b, care se cite§te "a nu este în relaţia R cu b". Reţinem deci că 

aRb ~ (a,b) E R. 
Prin domeniul de definiţie al relaţiei R ~ A X B vom înţelege 

submulţimea bR ~ A ce constă din acele §i numai acele elemente ale 
mulţimii A ce se află în relaţia R cu un element din B, adică 

bR = {x E AI(:J) y E B, (x, y) E R}. 
Prin domeniul de valori al relaţiei R ~ A X B vom înţelege 

submulţimea PR ~ B ce constă din acele §i numai acele elemente ale 
mulţimii B care se alfă în relaţia R cel puţin cu un element din .4, 
adică 

PR = {y E BI(3)x E A, (x,y) E R}. 
Relaţia inversă. Dacă avem o relaţie R ~ A X B, atunci prin 

relaţie inversă a relaţiei R vom înţelege relaţia R-1 ~ B X A definită 
de echivalenţa 

(b, a) E R-1 ~ (a, b) E R, 
adică 

R-1 = {(b,a) E B X AI(a,b) E R}. 
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Exemplul 1. Fie A = {1, 2}, B = {4, 5, 6} şi relaţiile 
a = {(1,5), (2,4), (2,6)} ~ A X B, /3 = {(2,4), (2,5), (2,6)} ~ A X B 
şi , = {( 4, 1), (4, 2), (5, 1), ( 5, 2)} ~ B X A. 

Să se determine domeniul de definiţie şi domeniul de valori ale aces
tor relaţii şi relaţiile inverse respective. 

Soluţie. a) 00. = {1,2} = A, Pa: = {4,5,6} = B; a-l = 
= {(5,1), (4,2), (6,2)}; 0a:-1 = B, Pa:-1 = A; 

b) 0/3 = {2}, Pf3 = {4,5,6} = B; /3-1 = {(4,2), (5,2), (6,2)}; 
0/3-1 = B, P/3-1 = {2}; 

c) O, = {4,5}, P, = {1,2} = A; ,-1 = {(1,4), (2,4), (1,5), (2,5)}; 
0,-1 = A, P,-l = {( 4, 5)}. 

Compunerea relaţiilor. Fie A, B, C trei mulţimi şi să con
siderăm relaţiile R ~ A X B, S ~ B X C. Relaţia RoS ~ A X C 
construită în conformitate cu echivalenţa 

(a,c) E Ro S {:> (::J)b E B ((a,b) E R 1\ (b,e) E S), 
adică 

RoS = ((a,e) E A X CI(::J)b E B((a,b) E R 1\ (b,e) E S)} ~ A X C, 
se numeşte compunerea relaţiilor R şi S. 

Exemplul 2. Fie A, B, a, /3" cele din exemplul!. Să se determine 

/3 {3 /3-1 /3-1 {3 {3-1 -1 {3-1 . (/3 )-1 a o a, a o , a o l' , o , , o a, o, , o " o ŞI o l' . 

Soluţie. Atragem atenţie că compusul relaţiilor a ~ C X D cu 
j3 ~ E X E există, dacă şi numai dacă D = E. 

a) Deoarece o: ~ A X B, /3 ~ A X B, rezultă că a o o: şi o: o (3 nu 
există. 

b) o: ~ A X B şi , ~ B X A =? a o, E A X A. Determinăm a o ,: 

(1,5) E a şi (5, 1) E l' =? (1, 1) E a o 1', 
( 1, 5) E a şi (5, 2) E , =? (1, 2) E o: o , , 

(2,4) E a şi {( 4,1), (4, 2)} ~ , =? {(2, 1), (2, 2)} ~ a 01'; 

(2,6) E a, Însă în, nu avem nici o pereche cu prima componentă 6. 
Rezultă a o, = {(1, 1), (1,2), (2,1), (2,2)}. 

c) /3 ~ A X B, , ~ B X A=?/3 o, există. Repetând raţionamentele 
din p. b), obţinem 

/3 01'= {(2, 1), (2,2)}. 
d) 8-1 ~ B X A şi a ~ A X B =? /3-1 o a ~ B X B şi 

/3-1 0 0: = {(4,4), (4,6), (5,4), (5,6), (6,4), (6,6)}. 
e) /3-1 ~ B X A şi ;3 ~ A X B =? /3-1 o /3 ~ B X B şi 
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;3-10;3 = {(4,4), (4,5), (4,6), (5,4), (5,5), (5,6), (6,4), (6,5), 
(6,6)}=B2. 

f) f3 ~ A x B §i f3-1 ~ B x A =? 13 o 13-1 ~ A x A §i 
13 o 13-1 = {(2,2)}. 

g) Î-1 ~ A x B §i 13-1 ~ B X A=? Î-1 o 13- 1 ~ A X A §i 
Î-1 013-1 = {(1,2), (2,2)}. 

h) (13 o Î )-1 = {(l, 2), (2, 2)} = Î-1 013-1 . 

Relaţia de egalitate. Fie A o mulţime. Relaţia 
IA = {(x,X)IX E A} =/:0. ~ A X A 

se nume§te relaţie de egalitate pe A. Adică 
xlAY {:} x = y. 

De un real folos este 
Teorema 1. Fie A,B,C,D mulţimi şi R ~ A X B, S ~ B X C, 

T ~ C X D relaţii. Atunci 
1) (R o S) o T = Ro (S o T) (asociativitatea compunerii relaţiilor),-
2) IA o R = R o lE = R,-
3) (R o S)-l = S-l o R-1 ,-

4) (R-1 )-1 = R. 

Relaţii de echivalenţă. Relaţia binară R ~ A 2 se nume§te: 
a) reflexivă, dacă xRx oricare ar fi x E A; 
b) simetrică, dacă (xRy =? yRx), (V)x,y EA; 
c) tranzitivă, dacă ((xRy /\ yRz) =? xRz), (V) x, y, z E A; 
d) antisimetrică, dacă ((xRy /\ yRx) =? x = y), (V) x, Y EA; 
e) relaţie de echivalenţă pe A, dacă ea este reflexivă, simetrică 

§i tranzitivă; 
f) antireflexivă, dacă x R-. x oricare ar fi x E A. 
Fie R o relaţie de echivalenţă pe mulţimea A. Pentru fiecare ele

ment x E A, mulţimea 
Rx = {y E AlxRy} 

se nume§te clasa de echivalenţă a lui x modulo R (sau în raport cu 
R), iar mulţimea 

AjR = {Rxlx E A} 
se nume§te mulţime factor (sau mulţime cât) a lui A prin R. 

Proprietăţile claselor de echivalenţă. Fie R o relaţie de 
echivalenţă pe o mulţime A §i x, y E A. Atunci au loc următoarele 
afirmaţii: 

1) x E Rx ; 

2) Rx = Ry {:} xRy {:} y E Rx; 
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3) Rx 1= Ry <-=> Rx n Ry = 0; 

4) U Rx = A. 
xEA 

Partiţii pe o mulţime. Fie A o mulţime nevidă. O familie de 
submullimi {Ai/i E I} ale lui A se nume§te partiţie pe A (sau a lui 
A), dacă sunt satisfăcute următoarele condiţii: 

1) iEI::::} Ai 1= 0; 
2) Ai 1= Aj ::::} Ai n Aj = 0; 

3) U Ai = A. 
iEI 

Teorema 2. Pentru orice relaţie de echivalenţă R pe mulţimea A, 
mulţimea factor A/ R = {Rx/x EA} este o partiţie a lui A. 

Teorema 3. Pentru orice partiţie S = {Ai/i E I} a lui A, există o 
unică relaţie de echivalenţă as pe A, astfel ca 

A/as = {Ai/i E I}. 

Relaţia as ~ .42 se construie§te după regula 
xasY? (3) iEI (x E Ai 1\ Y E Ai). 

Se stabile§te u§or că as este relatie de echivalenţă pe A §i egalitatea 
cerută. 

Exemplul 3. Definim pe mulţimea Z relaţia binară a în conformi-
tate cu echivalenta aab? (a-b):n, unde nE JN*, n fixat, (V) a,b E Z. 

a) Să se demonstreze că a este relaţie de echivalenţă pe Z. 
b) Să se determine structura claselor de echivalenţă. 
c) Să se construiască mulţimea factor Zia. Aplicaţie: n = 5. 

Soluţie. a) Fie a, b, cE Z. Atunci: 
1) refiexivitatea a - a = O:n ::::} aaa; 
2) simetria aab::::} (a - b):n::::} -(b - a):n ::::} (b - a):n ::::} baa; 
3) tranzitivitatea (aab 1\ bac) ::::} ((a - b):n 1\ (b - c):n) ::::} 

::::} ((a - b) + (b - c)):n::::} (a - c):n::::} aac. 
Din 1) - 3) urmează că a este relaţie de echivalenţă pe Z. 
b) Fie a E Z. Atunci 

aa={b E Z/aab}={b E Z/(b-a):n}={b E Z/(3)t E Z: b-a=nt}= 
= {b E Z/(3) tE Z: b = a + nt} = {a + nt/t E Z}. 

În conformitate cu teorema împărţirii cu rest pentru numerele 
întregi a §i n, obţinem 

a = nq + r a, O ~ r a ~ n - 1. 
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Atunci 
a + nt = nq + ra + nt = ra + (nt + nq) = ra + ns, 

unde s = t + q E Z, §i de aceea 
O:a = {ra + nsls E Z}, 

unde r a este restul de la împărţirea lui a prin n. Însă 
a = nq + ra {:} a - ra = nq {:} (a - ra):n {:} ao:ra {:} O:a = O:ra. 

Cu alte cuvinte, clasa de echivalenţă a lui a E Z coincide cu clasa 
restului de la împărţirea lui a prin n. 

c) Deoarece prin împărţirea la n se pot obţine numai resturile 
0,1,2, ... , n - 1, din p. b) rezultă că avem exact n clase de echivalenţă 
diferite: 

0:0,0:1,0:2,···,O:n-l· 

De obicei se folose§te notaţia O:i = ~, i = ~O-, ·-n-----:;-l. Atunci 

Zjo: = {a, î, 2, ... , n=-1}, 
unde 7 constă din acele §i numai acele numere întregi care la împărţirea 
prin n dau restul i, i = 0, n - l. 

Pentru n = 5, obţinem 
Zjo: = {a,î,2,:3,4}, 

cu 
a = {±O, ±5, ±10, ±15, ... } = {5tlt E Z}, 
î = {1 + 5qlq E Z} = { ... ,-9,-4,1,6,1l, ... }, 
:2 = {2 + .5sls E Z} = { ... , -8, -3,2,7,12, ... }, 
:3 = {3+ 5ulu E Z} = { ... ,-7,-2,3,8,13, ... }, 
4= {4+5vlvE Z} = { ... ,-6,-1,4,9,14, ... }. 
Definiţie. Relaţia o: se numeşte relaţie de congruenţă modulo 

n pe Z, iar clasa â = O:a se numeşte clasă de rest modulo n şi 

elementele ei se numesc reprezentanţii acestei clase. 
Notaţia obi§nuită: 

ao:b {:} (a - b):n {:} a == b( mod n) (a este congruent cu b modulo n), 
Iar 

Zjo: = Zn = {a,î,2, ... ,n-=-1} 
este mulţimea tuturor claselor de resturi modulo n. 

Exemplul 4 (geometric). Fie il un plan §i L mulţimea tuturor 
dreptelor din plan. Definim pe L relaţia binară (3 în conformitate cu 

d1(3d2 {:} d1 II d2 , (V) dl, d2 E L. 
a) Să se arate că (3 este o relaţie de echivalenţă pe L. 
b) Să se descrie clasele de echivalenţă modulo (3. 
c) Să se indice mulţimea factor. 
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Soluţie. a) Este evident că f3 este relaţie de echivalenţă (fiecare 
dreaptă este paralelă cu ea însă§i; dacă d l II d2 ::::} d 2 II d l §i 

(dl II d2 1\ d2 II d3 ) ::::} dl II d3 ). 

b) Fie d E L. Atunci clasa 
f3d = {l E Lilad} = {l E Llllld} 

constă din acele §i numai acele drepte din L care sunt paralele cu 
dreapta d. 

c) L / f3 = {f3d I d EL} este o mulţime infini tă, deoarece în planul 1i 

avem o infinitate de direcţii. 

Exemplul 5. Se dă mulţimea A = {1,2,3,4,5,6, 7,8,9} §i părţile 
ei Al = {1,2}, A 2 = {3, 4, 6}, A3 = {5, 7, 8}, A 4 = {9}, BI = {1,2, 
4}, B 2 = {2,5,6}, B3 = {3,7,8,9,10}. 

a) Să se arate că S = {AI, A 2 , A3, A 4 } este partiţie a lui A. 

b) Să se determine relaţia de echivalenţă as pe A. 
c) Este T = {BI, B 2 , B3} o partiţie pe A? 

Soluţie. a) 1) Observăm că Ai E S::::} Ai :1 0, i = 1,4; 
.2) Al n A 2 = Al n A3 = Al n A 4 = A 2 n A3 = A 2 n A 4 

= A3 n A 4 = 0. 

3) Al U A 2 U A3 U A 4 = A, 
adică sistemul S de submulţimi ale mulţimii A define§te o partiţie pe 
A. 

b) În conformitate cu teorema 3, avem 
(x,y) E as {::} xasY {::} (3)i E {1,2,3,4} (x E Ai 1\ Y E Ai)' 

Deci 
as = {( 1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (3,3), (3,4), (3,6), (4,3), (4,4), (4,6), (6,3), 
(6,4),(6,6),(5,5),(5,7),(5,8),(8,5),(8,8),(8,7),(7,5),(7,7),(7,8),(9,9)}. 

c) 1) Bi E T ::::} Bi :1 0; i = 1,3; 
2) BI U B 2 U B3 = A; 

3) BI n B 2 = {2} :1 0, 
ceea ce demonstrează că sistemul T nu define§te o partiţie pe A. 

Relatii de ordine. O relaţie binară R pe mulţimea A se nume§te 
relatie de ordine pe A, dacă este reflexivă, antisimetrică §i tranzi· 
tivă. 

Dacă R este o relaţie de ordine pe A, atunci §i R- I este de asemenea 
o relaţie de ordine pe A (verificaţi!). De obicei, se notează relaţia R 
cu ,,~" §i relaţia R- I cu "~", astfel că 

x ~ y {::} y ~ x. 
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Cu această notaţie, condiţiile că "S;" este o relaţie de ordine pe mul
ţimea A se scriu: 

reftexivitatea x EA::::} x S; x; 
antisimetria (x S; y 1\ Y S; x) ::::} x = y; 
tranzitivitatea (x S; y 1\ Y S; z) ::::} x S; z. 

Exemplul 6. Pe mulţimea IN definim relaţia binară Î în conformi
tate cu 

a-yb <:} (3) k E IN(a = b· k). 
Să se arate că I este o relaţie de ordine pe IN. 

Soluţie. Verificăm condiţiile din definiţia relaţiei de ordine. 
1) Reflexivitatea 

a = a . 1 ::::} ala, ('Ii) a E IN. 
2) AntÎsÎmetrÎa. Fie a, b E IN cu alb §i ha. Rezultă că există 

numerele naturale c, dE IN cu a = b . c §i b = a . d. Atunci 
a = b . c = (a . d) . c = a . (d . c) ::::} d . c = 1 ::::} d = c = 1, 

ceea ce implică 
a = b . c = b . 1 = b. 

3) Tranzitivitatea. Fie a, b, c E IN cu alb §i blc. Atunci există 
u, v E IN cu a = bu §i b = cv §i de aceea 

a = bu = (cv)u = c(vu)::::} alc. 
Deoarece v . u E IN, este adevărată implicaţia 

(alb 1\ blc)::::} alc, 
ceea ce demonstrează că I este o relaţie de ordine pe mulţimea IN . 

Remarcă. Relaţia de ordine I se numeşte relaţie de divizibilitate 
pe IN şi se notează a:b, adică 

alb::::} a:b<:} (3) k E IN(a = b· k) <:} bla 
(bla se citeşt€ "b divide pe a", iar a:b "a este divizibil prin b"). 

II. Relaţii fU1lcţionale. Fie A §i B două mulţimi. O relaţie 
R ~ A X B se nume§te aplicaţie sau relaţie funcţională, dacă sunt 
satisfăcute condiţiile: 

1) ('Ii)x E A(3)y E B, astfel Încât xRy; 
2) (xRy.ft XRYl) ::::} y = Yl· 
O -apijcaţie (sau funcţie) este un triplet f = (A, B, R), unde A 

§Î B s_(dou~ mulţimi §i R ~ A X B este o relaţie funcţională. 
Dacă R ~ A X B este o aplicaţie, atunci pentru fiecare element 

x E A există, conform condiţiilor 1) §i 2) de mai sus, un singur element 
y E,B, astfel că xRy; notăm acest element y cu f(x). Deci 
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I(x) = y {:> xRy. 
Elementul I( x) E B se nume§te imaginea elementului x E A prin 

aplicaţia 1, mulţimea A se nume§te domeniul de definiţie al lui I 
notat prin D(J) = A, iar mulţimea B se nume§te codomeniul lui I 
§i spunem, de obicei, că I este o aplicaţie definită pe A cu valori în 
B. Relaţia funcţională R se nume§te §i graficul aplicaţiei (funcţiei) 1, 
notat, ulterior, prin Cf . Pentru a arăta că I este o aplicaţie definită 

pe A cu valori în B, scriem 1: A ---+ B sau A -L B, iar în loc de a 
descrie care este graficul lui R (al lui J), indicăm pentru fiecare x E A 
imaginea sa I( x). Atunci 

y = I(x) {:> xRy {:> xRI(x) {:> (x,/(x)) E R = Cj, 
adică 

C f = {x,/(x))lx E A} ~ A X B. 
Egalitatea aplicaţiilor. Două aplicaţii I = (A, B, R) §i 

9 = (C, D, S) se numesc egale dacă §i numai dacă au acela§i dome
niu A = C, acela§i codomeniu B = D §i acela§i grafic R = S. 
În cazul când 1, g: A ---+ B, egalitatea I = 9 este echivalentă cu 
I(x) = g(x),(V)x E A, adică 

1= 9 {:> (V)x E A (J(x) = g(x)). 
Aplicaţia identică. Fie A o mulţime. Tripletul (A, A, IA) este, 

evident, o aplicaţie, care se notează cu acela§i simbol IA (sau E) §i se 
nume§te aplicaţie identică a mulţimii A. 

Avem 
lAx) = y {:> (x,y) EIA {:> X = y. 

Prin urmare, 
IA: A ---+ A §i lA(x) = x pentru (V)x E A. 

Prin F(A, B) vom nota mulţimea funcţiilor definite pe A cu valori 
în B. Pentru B = A, vom folosi înscrierea F(A) în loc de F(A, A). 

În cazul unei mulţimi finite A = {al,a2, ... ,an}, o funcţie 
i.p: A --+ A se dă uneori cu ajutorul unui tablou de forma 

în care în prima linie se trec elementele al, a2, . .. , an ale mulţimii A, 
iar în a doua linie se trec imaginile respective ale acestora prin i.p, 

anume r(al),r(a2),"" r(an). 
În cazul când A = {l, 2, ... , n}, vom folosi pentru a determina 

aplicaţia i.p: A --+ A §i notaţia 
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y=(yt1) y~2) yt3) y~n--\) Y0L))' 
mai frecvent folosită pentru înscrierea aplicaţiilor bijective ale mulţimii 
A în ea însă§i. De exemplu, dacă A = {1,2}, atunci elementele lui 
F(A) sunt: 

( 1 2) P = 1 1 ' ( 1 2) 
1 = 2 2 . 

Dacă f: A ----+ B, X ~ A, Y ~ B, atunci introducem notaţiile: 
f(X) = {b E BI(3)x E X: f(x) = b} = {f(x)lx E X} ~ B 

- imaginea submulţimii X prin aplicaţia f. 
În caz particular, 1'(A) = Im1', imaginea aplicaţiei 1'; 
f-1(y) = {a E AI(3) y E Y: f(a) = y} = {a E Alf(a) E Y} ~ A 

este preimaginea submulţimii Y prin aplicaţia f. 
În caz particular, pentru y E B, vom scrie în loc de f-1 ( {y} ) 

simplu f-1(y), adică 
f-1(y) = {a E Alf(a) = y} 

- mulţimea tuturor preimaginilor lui y prin aplicaţia f, iar 
f-1(B) = {a E Aly(a) E B} 

- preimaginea completă a mulţimii B prin aplicaţia f. 
Compunerea aplicaţiilor. Considerăm aplicaţiile f = (A, B, R) 

§i g = (B,C,S), deci codomeniul lui f să coincidă cu domeniul lui g. 

Formăm tripletul g of = (A, C, RoS). 
Atunci g o f este de asemenea o aplicaţie, numită campusul 

aplicaţiei g cu aplicaţia f, iar operaţia "o " se nume§te compunerea 
aplicaţiilor. Avem 
(g o 1)( x) = z {:} (x, z) E RoS {:} (3) y E B( (x, y) E R 1\ (y, z) E 5) {:} 

{:} (3) y E B: xRy 1\ ySz {:} (3) y E B: (J(x) = y 1\ g(y) = z) {:} 
{:} g(J(x)) = z, 

adică 

(g o J)(x) = g(J(x)), (\1) x E A. 

Teorema 4. Fie date aplicaţiile A .J..... B ~ C ~ D. Atunci 
a) (h o g) o f = h o (g o J) (asociativitatea compunerii aplicaţiilor); 
b) f o IA = 1B o f = f· 

Exemplul 7. Considerăm relaţiile R ~ IR X IR §i 5 ~ [O,+oo)x 
x [O, +(0), T ~ IR X IR, definite astfel: xRy {:} x2 = y, 

xSy {:} x = y2, xTy {:} y = x + 1. 
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A. Să se determine care din relaţiile R, R-l, 5,5-1 , T, T-l sunt 
relaţii funcţionale. 

B. Să se găsească funcţiile determinate în p. A. 
C. Săse calculeze Jog,goJ, Joh, hoJ, hoh-1, h-1 oh (J,g,h 

funcţiile din p. B.) 
D. Să se calculeze (J o h)( -3), (h- l o h)(1/2), (h o 1)(1/3). 

Soluţie. Rezolvăm A §i B concomitent. 
a) Examinăm relaţia R. 

x E IR :::} x2 E IR :::} Y E IR, adică 
1) (V) x E IR (3) y = x 2 E IR, astfel încât xRy; 

2) (xRy /\ XRY1) :::} (y = x 2 /\ Yl = x 2 ) :::} Y = yt, adică R 
este relaţie funcţională. Notăm aplicaţia determinată de R prin J, 
J = (IR, IR, R). 

b) Examinăm relaţia R- l . 

yR-lx <:} xRy <:} y = x 2 , 

adică dacă y E IR = {a E IRla < O}, atunci nu există nici un 
x E IR, astfel încât yR-1x, ceea ce demonstrează că R-1 nu este 
relaţie funcţională. 

c) Pentru relaţia 5, avem: 5 §i 5-1 sunt relaţii funcţionale. Notăm 
prin 9 = ([O, +00), [O, +00), 5) §i g-l = ([O, +00), [O, +00), 5-1) 
funcţiile (aplicaţiile) definite de 5 §i 5-1 , respectiv. 

d) Examinăm relaţia T: 
1) x E IR :::} x + 1 E IR §i deci 

(V)x E IR (3) y = x + 1 E IR, astfel că xTy; 

2) (xTy /\ XTY1) :::} (y = x + 1 /\ Yl = X + 1) :::} y = Yl, ce 
demonstrează că T este relaţie funcţională. 

e) Pentru relaţia T- 1 , obţinem: 

yT-1x <:} xTy <:} y = x + 1 :::} x = y - 1. 
1) (V) Y E IR (3) x = y - 1 E IR, astfel încât yT-1x; 

2) (yT-lx /\ yT-1x1) :::} (xTy /\ x1Ty) :::} (y = x + 1 /\ Y = 
= Xl + 1) :::} Xl + 1 = x + 1 :::} Xl = x, adică T-1 este de asemenea 
relaţie funcţională. Notăm prin h = (IR, IR, T) §i h -1 = (IR, IR, T-l ). 

C. Din A §i B rezultă 
J(x) = x 2 ,x E IR, g(x) = .jX,x E [O, +00), h(x) = x + 1, 

x E IR, h-l(x) = X - l,x E IR. 
a) Atunci Jog, goJ §i goh nu există, fiindcă domeniile §i codomeni

ile nu coincid (J = (IR, IR, R), 9 = ([O, +00), [O, +00), 5), h = (IR, 
IR, T»). 
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b) Calculăm f o h, h o f, h o h-1 §i h-1 o h. 
(f o h)(x) = f(h(x)) = f(x + 1) = (x + 1)2; 

(h o J)(x) = h(f(x)) = h(x2) = x2 + 1; 
(h o h-1 )(x) = h(h-1(x)) = h(x - 1) = (x - 1) + 1 = x = 11R(x); 

(h- 1 o h)(x) = h-1(h(x)) = h-1(x + 1) = (x + 1) -1 = x = 11R(x). 
Deci f o h 1: h o f §i h o h-1 = h-1 o h = 11R • 

D. Calculăm: (f o h)( -3) = (x + 1)2/x=_3 = 4, (h- 1 o h)(1/3) = 
= 1/2, (h o J)(1/3) = (x 2 + 1)/ x=I/3 = 1/9 + 1 = 10/9. 

Aplicaţii injective, surjective §i bijective. O aplicaţie 

f: A ---+ B se nume§te: 
1) injectivă, dacă f( ad = f( a2) ~ al = a2, (\1) al, a2 E A 

(echivalent: al 1: a2 ~ f(a1) 1: f(a2)); 
2) surjectivă, dacă (\1) b E B (3) a E A: f( a) = b 

(orice element din B are cel puţin o preimagine în A); 
3) bijectivă, dacă f este injectivă §i surjectivă. 
Remarca. Pentru a demonstra că o funcţie f: A ---+ B este sur

jectivă, trebuie ca ecuaţia f( x) = b să fie rezolva bilă în A pentru orice 
b E B. 

De un real folos sunt 

Teorema 5. Fiind date aplicatiile A ~ B ~ e, avem: 
a) dacă f şi 9 sunt injective, atunci 9 o f este injectivă; 
b) dacă f şi 9 sunt surjective, atunci 9 o f este surjectivă; 
c) dacă f şi 9 sunt bijective, atunci 9 o f este bijectivă; 
d) dacă 9 o f este injectivă, atunci f este injectivă; 
e) dacă 9 o f este surjectivă, atunci 9 este surjectivă. 

Teorema 6. Aplicatia f: A ---+ B cu graficul G f = R este 
aplicatie bijectivă, dacă şi numai dacă relatia inversă R-1 este o relatie 
functională (f-1 este aplicatie). 

Această teoremă rezultă imediat din 
(y, x) E R- I {:} yR-1x {:} f-l(y) = X {:} xRy {:} y = f(x). 

Aplicaţia inversă. Fie f: A ---+ B o aplicaţie bijectivă cu grafi
cul G f = R. Din teorema 6 rezultă că tripletul f-1 = (B, A, R-1 ) este 
o aplicaţie (funcţie). Această funcţie se nlH'n~te inversa funcţiei f. 
Avem 

f-1: B ---+ A, iar pentru y E R, 
f-l(y) = X {:} yR-1x {:} xRy {:} f(x) = y, 
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