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�������� ��������� ����� ���� ��� ����� ����� ���� ������ ��� ���� ����� ��

������� ��������� � ���������� ������� ��
�� ��� ���� �� �������� �����

����� �������� �������� ��� ���

���������� ��������� ��� ��� �� � ���������� ���� ����� �� �� ���� ��

���������������������� ��� ���������� ��������� ���� ������� ����� �� �����

��� ���������� ��� �� � �������� ����� � ����������������� ���������� �� ��

��� ����� ������ ��� �������� �� ���� �������� ������ ��� ������� �� �������������

���� ����� ��� ��� ������� ������ � ��� ��������� �� ��� ������������ ����� ��

�� ��� ��� ������ �� ��������� ���� � � ������ ����

������ 	�
 ����������� ��� ������ ���������� �� � 𝑠𝑖𝑛(𝑥) ������ ��� ��

���� ��� 	� ������� ������ �� ����������� ��������� �������� �� ��� �����

���������� ������ ���� �� �������� ��� ���� ������ ���� ���������� ����� �� ������

�� ������� ����� �� ��� ������ ��� ������� ��� � ����� ������ ��� ��� �� ����

�������� �� ���������� ����� ��� ��� ����� ����� �� ����� �� �� �� ��������� �� ���

� 
�� �� �������� ����� ��������� ���� ���� �� ��� ������ ����

��� ��� ����� � � �������� ����� �� ��� ������ ������ ��� ������ �����

��������� ��� �������� ��������� �� ���� �� ������� ���� ��� ����� � ���

������ ���������� �� ������� ������ �� ��� ������ �� ��� ��������� 
 ���� ������

��� ������ ����� �� ������ ��� �������� ����� ����� ����� ����� ���� �� ������

� ������ �� �������� ����� �� ��� ����� ���� ��� ����� ��� �� ��� ��������� ���

���� �� ��� �������� ���� �� � ������ �� ��� �������� ��� ���� ������� ������� ���

���� ������� ����� ��� ������� � ������� ������� �� ��� ����� ���� ��� ��������

�



������� 	� 
��������� �� ����������� �����

����� ��� ������� � ����� ������� 
 ���� ��� ��� �������� ���� ��� � ������� ����

����

��� ��� ������� �� ���� ������� ���� ��� ������ ���� �� ����������� ������ ���

���� �������� ����
� �� ����� �� �� ��� ������� �� ����������� 
 ��� ���

������ �� ���� ������� ��� ������� �������� ���� ���� ��������

	�� ������� �������

�� ������ ��� ������� �������� �� ���� ����������� � ������� ��������

������� ����� � ���� 	�� ��� �� ��� ����������� ������� �������� � 	�� ���� ��

�� ���� ������ � ��� ��� ������� �� �� �� ����� ��������� ���� ��� ����� �� ����

�������� ����� ���� ����� �� � �������� 𝐵 �� ���� ��� ��� �������� �������� ��

��� ����� ��� ����� �� ����� �� 𝐵 �� ��� ����� ������ ���� �� ������� � ���

������ 	�
� ����������� �� ���������� �� 𝑠𝑖𝑛(𝑥) ������ �� � ������� �� ���
�������� ����� ��� �� ���� ���� ���� �	� ������ �� ������ ������������ ���
���������� ����� ����� �� ��� �������� ������ ��� ������� ����� �� ��� ����
����� ������ ����� �� �� ����������� �� ���� ���� � ����

�



������� 	� 
��������� �� ����������� �����

���������� ����� 𝐵� 
 ����� ������ � ����������� ����� �� � ����� ����� �������

�������� �� ��������� ���������� �
��

�� ������ ��� ������� ������� �� ��� ����� ���� � ��� ���� ����� �� ���

� ��� �������� ������

	���	 ������� ������� � ��� ���� �����

��� ������� ������� �� � ����� 𝑥(𝑡) ������� ������������� �� ��� ����� �� �

�������� ������� ������� ������ 	�� ��� ������� ������������� �� ��� ����� 𝑥(𝑡) ��
��� ������� ������ 𝑝(𝑡)� ����� �� �������� �� �������� �������� ���� ��� ������

�� 𝑇𝑠 = 	

𝑓𝑠
� ��� ������� ������ 𝑝(𝑡) ���� � ���� 	�� ��� �� � ���� �� �������

������� ��� �������� ������� ����� 𝑥𝑠(𝑡) �� ���� � ��� ����� ���� �� ���� 	�� ����

������� 	�	 �� 	�� ����� ��� ����������� ������� �� ��� ������� �� ��� ����� 𝑥(𝑡)
� ���� ���� �� �������� ����� �
� ���

𝑥𝑠(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝑥(𝑡) �	�	�

fB-B

X(f)

t

x(t)

a) b)

������ 	��� � ������� ����������� ����� ��� ���� ����� �� ��� ���� �������
��������





������� 	� 
��������� �� ����������� �����

��� �� ��� � ���� �� ������� ������� �� ��� ������ 𝑝(𝑡)�

𝑝(𝑡) = ∞∑
𝑛=−∞ 𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇𝑠), �	�
�

����� ������� ������ �� ���� � ��� ��� ��������� ���� ���� ��� �������� �� ����

𝛿(𝑡 − 𝑡�) =
)︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌋︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀]︀
� 𝑡 ≠ 𝑡�

	 𝑡 = 𝑡�

�	���

��� ��� �� �� ����� 𝑥𝑠(𝑡) ���
𝑥𝑠(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝑥(𝑡)

= 𝑥(𝑡) ∞∑
𝑛=−∞ 𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇𝑠)

= ∞∑
𝑛=−∞𝑥(𝑡)𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇𝑠)

= ∞∑
𝑛=−∞𝑥(𝑛𝑇𝑠)𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇𝑠)

�	���

���� ���� 𝑥𝑠(𝑡) �� �� ��������� �� � �������� ����� 𝑥(︀𝑛⌋︀ = 𝑥𝑠(𝑛𝑇𝑠)�

t

x(t)

t

p(t) xs(t)

t

Ts=
1
fs

Ts=
1
fs

������ 	��� ����������� �� ��� ������� �� �������� 𝑥(𝑡) ���� � �������� ����
��� 𝑝(𝑡)� ��� �������� ������� ������ 𝑥𝑠(𝑡) ����� �� �������� � ���� �� ����
� ��� ������

�



������� 	� 
��������� �� ����������� �����

	���
 �������� ������� �� ������� �������


 ���� ����� �� ���� ������ ��� �������� ������� �� ��� ������� ������� ��

���� ���� ���� ��� ������ ������� �������� �������� ��� � ����������� ����� ��

������ �� ��� ������� �������� ������� ����

𝑥𝑠(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝑥(𝑡) ℱ .𝒯 .←Ð→ 𝑋𝑠(𝑖𝜔) = 	


𝜋
𝑋(𝑖𝜔) ∗ 𝑃 (𝑖𝜔) �	��

������

𝑋(𝑖𝜔) = ℱ{𝑥(𝑡)} = ∫ +∞
−∞ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 �	���

���

𝑝(𝑡) = +∞∑
𝑛=−∞ (𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇𝑠)) ℱ .𝒯 .←Ð→ 
𝜋

𝑇𝑠

+∞∑
𝑘=−∞ (𝛿(𝜔 − 
𝜋𝑘

𝑇𝑠

)) = 𝑃 (𝑖𝜔) �	���

�� ��� ��� 𝑋𝑠(𝜔) �� �� ����� �
��

𝑋𝑠(𝑖𝜔) = 	


𝜋
𝑋(𝑖𝜔) ∗ 𝑃 (𝑖𝜔)

= 	


𝜋 ∫
∞

−∞ 𝑋(𝑖𝜃)𝑃 (𝑖(𝜔 − 𝜃))𝑑𝜃
= 	


𝜋 ∫
∞

−∞ 𝑋(𝑖𝜃))︀⌉︀⌉︀⌋︀⌉︀⌉︀]︀

𝜋

𝑇𝑠

+∞∑
𝑘=−∞ (𝛿(𝜔 − 𝜃 − 
𝜋𝑘

𝑇𝑠

))[︀⌉︀⌉︀⌈︀⌉︀⌉︀⌊︀𝑑𝜃
= 	

𝑇𝑠

+∞∑
𝑘=−∞ [︀∫ ∞

−∞ 𝑋(𝑖𝜃)𝛿(𝜔 − 𝜃 − 
𝜋𝑘

𝑇𝑠

)𝑑𝜃⌉︀

�	���

���� �� 
�� ��� ��� 𝜃 ≠ 𝜔 − 
𝜋𝑘
𝑇𝑠

���� 𝛿(𝜔 − 𝜃 − 
𝜋𝑘
𝑇𝑠
) �� �����

𝑋𝑠(𝑖𝜔) = 	

𝑇𝑠

+∞∑
𝑘=−∞ [︀∫ ∞

−∞ 𝑋(𝑖𝜃)𝛿(𝜔 − 𝜃 − 
𝜋𝑘

𝑇𝑠

)𝑑𝜃⌉︀
= 	

𝑇𝑠

+∞∑
𝑘=−∞ [︀𝑋(𝑖(𝜔 − 
𝜋𝑘

𝑇𝑠

))∫ ∞
−∞ 𝛿(𝜔 − 𝜃 − 
𝜋𝑘

𝑇𝑠

)𝑑𝜃⌉︀
= 	

𝑇𝑠

+∞∑
𝑘=−∞𝑋(𝑖(𝜃 − 
𝜋𝑘

𝑇𝑠

))
�	���

�
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��������� �� ����������� �����

��� ������� 	��� � ������ ���� ��� ������������� �� � �������� ��� �������

����� �� � ������ ���� �� ������� �������� 𝛿 �� ������ �� 𝑇𝑠 = 	

𝑓𝑠
�� ����� ��

������� ���������� ��� ������� �������� 𝑋(𝑖𝜔) �� ������� �� ��� ����������

�� 𝑓𝑠 = 
𝜋

𝑇𝑠

�

������ 	� ������� ��� ������� �� � �������� ����� 𝑥(𝑡) � ������� ������ ���

���������� �� ��� ������� �������� �� ��� ����� 𝑥(𝑡) � ��� �������� ����� ������

������� �� ��� �������� ������� ������ 𝑃 (𝑡) = 𝛿(𝑡)� ��� ��������� ������������

�� ������ ��� ��� �� ���� ����� ���������� �� ��� �� � ��� ���� ����� ���� ���� �

��� � ���� 	��

fB-B

X(f)

B-B

X(f)

f

B-B

X(f)

f

t

x(t)

xs(t)

t

Ts=
1
fs

t

x(t)

-fs fs

-fs fs

������ 	�� ��� ������� ������� �� � ������� ����� 𝑥(𝑡)� � ������� ������ ���
��� ��� � ��� ���� ����� ����� ��� ��� ���� ����� ���� �� ���� �� ��� ������������
����� �� ��� ��� �� ��� ����� ���� ���������� �� ��� ������� �������� �� ��� ������

�



������� 	� 
��������� �� ����������� �����

	�� ������� ����

�� ������� ����� ������� ��� ������� ������� �� ��� ��������� 
�� �� ���

���� �� ������� ����� ��������� �	��� ��� ����� �� ��� ��� ����� �� ������� ���������

������ ������ ����� ����� �� ����������� ���� ��������� ����� ��� ��� ��������

���� �� ���� 
�� �� ������� � ����� �������� ���� ������������ �		� 	
��

��� ������ ������� ���� ���� �� ���� ����� ��������� ������ 	���� �������

��� ������ � ������������ �������� ���� ��� � ���� ������ � ��������� ��������

����� �� ��������� ��� ������� ���� �� ��� ��������� ����� ��� ������� ��������

����� �� ��� ������ ��� ���
�� ���� ����������� �� ����������� ����� �� �

����� ����� ������� �������� ��� ������� �������� �������� ������� �������

��� ������� ���� ��������� ��� ����� ����� �� ��� ������� �������� �� ����� ���

����� �� �� ��������� ������� ����� ��������� �	���


 ��� ������� �������� ����� ���� �� ���� � ���� 	�� �� ���� 	�� ���

��� ����� �� ������� ���� � ������� �������� �� 𝑓𝑠� ����� ��� ����� ����� ��

������� ���� �� �� �� ��� ������� ����� ��� �� ��� ��� 𝑓 ⩾ 𝑓𝑠 � 𝑋(𝑓) = �� �����

�� � ����� ������ ���� �� ����������� �� 𝐵 �� ��� �� ��� ������� ����� �����

� ��� ������� ��������� � ��� �������� ������ �� ���� ���� 𝑓𝑠 ⩾ 
𝐵� ���������

��� ��������� ����� ���� ��� ���� ���� ����� �� ������� ���� ��� ������� �����

�	�� 	��

	� �������

������ 	�� ����� ��� �������� ��� ��� ������� �������� �� ������� ��� ���

���� ������ �� ������� (𝑓𝑠 < 
𝐵)� �� � ������� � ��� ������� ���� ���� �� ��� �������

�������� �� ��� ����� �� ���������� ���� ��� ���� ���������� �� ������� ���������

���� ����� ����� �� ������ ������� �������� ��� ����� �� �� ���� �� �� �������� ��

�
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���������� ��� ������

	�� ����������� �������

�� �� �������� � ��� �������� ������� ������� � ����� �� � ������ ���� ���

����� �� ��� ��� ����� ���� ����� �� ���� ���������� �� ���� � ������ ����������

���� ��
�� ��� ������� �������� � ���� ������� �� ����� ������� �	��� ��������

��� ������� ������� ������� ����� � ����� ����� ����� �� ��� �������� �� ��� ����

���� �� ������������ �� � ����������� ������ ������� ���� ������� ��������

������� ����� ��� ���� ���� �� ������ �� ��� ������� ����� �� ����� �������� �	�� 	���

����� ������� ���� ����� �	�� ���� ��� ������� �������� �� �� � ��������

�������� �� ����� �� ����� ���������� ������� �� ��� ������� ������ �����������

����� ����� �� � ������� �� � �� ���� ���� ����� �������� �������� � ���

����� �� ������� ���� ��� ����� �� �� ��������� �� ��� ����� �� ������ �
��� �����

������� ������� ������� ����� ����������� ����� � ��� �������� �� ��� ������

�� ��
�� ��� ������� �������� ������� �� ��� ����������� ����� �� ��� �����

B-B

X(f)

f-fs fs

������ 	��� ������� �� � ����� �� � ������� �������� ����� ��� ���� ������ ��
������� ������ ��������� �� ��� ����� �� ���� ���� �� ��� ������� �������� ��
����� ���� ��
� ��� ������������ �����������
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���� ����� ��� ��� ������������ ������� �����

������ ����� �� ����������� ����� �� ��� ���� ���� �� �������� ����������

��������� �� ��� ���� ����� ���� �� ������� ��� ��������� �� ������� ���

��� ��� ��������� ����
� �� ��������� ��� ������� ����� ��� �� ����� �� ���

�������� ������������� ���� ����� ���� �� ���� ������� �������� ������ 	�� �����

��� ����
 ������� �� � ����������� ����� ����� ������� �� ����� ��� ���� �

��� ����� ���������� ��� ����� ��� ��������� ��� ��� ��� ��� �������������

��������� �� ��
�� ������� ���������� ����������

�� ������ ���� �� ��
�� ���������� ����� �����
���� �� ����� ���� ����

��������� ������ �� ������ ����� ��������� ���� ������� ������� ����� �� ����

������ �����
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sensing 

N >> M >> K

KInput 
signal

QuantizationEntropy
Compressed 
data
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 ������� �� � ������ ����� �� ����� � ����������� ������
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	�� ������� � ����������� �����

�������� ��� ������� ���� ���� �� ������ �� �������� ���
� ��� ����� ����

������� ������ �� ����� �� �� ���� ���� �� �� ��������� �� ���� �� ������� �� �����

������� �� ������� ����� ���������� �� ����� � ���� ���������� ����������

���� �� �� ������ ������� ��������� �� ���������� �� �� � �� ����� ����

��� ����� ��� � ���� ������ ����� ��� �� ����� �� �������� ���� ��� ���� ��

�������� � ������ �� ������������ ������������ ��� ��� ����� �
	�� ���� ���� �

������������ ����� �� � ����� ����� �� ������ � �� ����� �� ������

�������� �� ��� ���������� ����� ������� ��� ������ �� � ���� ����� ����

�� ������ � ������� �������� ���� ������������������ ������� ���� ��� ��

������ ������ ��������������

	�� ��������


 ���� ������� �� ��� � ����� �������� � ��� ������ �� ��� �����
�� �������

������� ������ �� ���� ��� ����������� �� � ������� �������� ����� �� ���������

�� ���� ���� ��������� � ����� ����� �������� ����� ����� ������� �� ��� �����

�� ����� ���� �� �� ���� ����� ��� ��� ������ �� ��� ��������� 
 ��� ��� �������

�� ���� ������ ��� ���������� �� ��� ����� ������� �� ���� ������ ��� ������� ��

��� ����� ������ ���������� � ������� ��
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�� ����������� � ��� �������� �������� ����������� ������ ���� 
�� �� ����

�������� ������� �� ������ ������� �� � �������� � ����� ��������� ��� ��������

�������� �� ������������ � ������ ������ ������ ������������ � ����������

����� ����������� � ��������� ������������ ������ ��� ������� ���� ���������

������ ������ �� ���� �� ���������� ����� ��������� � ����� ��������� �� ������

����������� 
 � ����� �������� �� ����� ��� ��� �

� �� ��� ��� ���� ���� ����

���������� ����� � ������ ������������ �� �� ������������ ������� ���� �����

��� �� ����� ������������ ���� ������ ������ ��� ����������� �� ������������ �� �

������ ����� �� ��
�� ���� ����� ����� �� ������������

������������ ���������� ����� �� ������� �� ������� ������ ������ ��������

� � ���������� ����� ���� ������ �� ������� ��� ��� �������������� ������� �

������� �� �������� ������� ������ ����� ����� ������� ��� ���� ���� ��� �����

������ ��� � ����� ������� �� ����� ������� ��� ����� ������ ��� �� �������� �����

�� ����� ������� ���� ��� ���� ����� �� �����
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� ����� ������ ����������

� ������ �������� �� ������ ��� ����� �� �� ��� ����� �� ����������� ������

��� ���������� ������ ����� � ������� �������� � ����� ��� ���������

����� � ����� 𝑥 �� �������� 
 ����� ����� ��� ���������� ������ 𝐴 ������� �

���� ��������� ����� 𝑥 ∈ R𝑛 ���� ������� ����� ����������� �� ����� � ������

���� � ������� ��� ������� �� ��� ����� 𝑥 ���� �����

𝑦 = 𝐴𝑥 .

����� 𝑦 ∈ R𝑚 �� ��� ����������� ������� ���� �� ��� ���� ������ 𝑥� �� 𝐴 ��

� 𝑚×𝑛 ������ ����� �� ��� ������������ �������� ������ ���� ���� ������ 𝑥 ��

������ 𝑦 ������ ���� 𝑚 ≪ 𝑛� ��� ������ �� 𝑥 �� � ������� ��������� ��� 𝑦 ���

�� ��� ����� ��������� ������ �� ��� ������� ����������


 ���� ������� �� ���� ������� ���� �������� ���������� ����������� �� ���

����� �� ���������������� ��������� �� �������� ��� ����� �� �������� ������ �

R𝑛� ������� �� ����� ����� ��� ���� ����������� ����� ������ �� ��������

������ �� ���� (︀
�⌋︀�
��� �������� � ���� ������� �� ��� ��� �� ������ ����� � ��� ������ �� ��������

��� ��� �
���
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�� ������ �� �������� � �������� ������ � ��� ���� �� ����������� ������

����� �� ��� ���� �� ���������
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� � � �������

����� �� ������ ���� ������ ������� � ������ ����� �� � ����� ����� �� ��
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���������� �� � ����� ��������� �� ���������� ��� ���� ������� � � ������ 


����� ����� � ������ �� ����� ����� �� � ����� ����� �� ���� ������� �� ���������

�� �� � ������ �������

������ ����� ������������ ��� ��� ����� �� �� � ����������� �������� ����

� ��������� ���������� �� ���������� �������������� ������� ��� ���� ����

�������� ������� �� ������ ��
� ������ �� ����� ������� ���� ������ �������������

� ���� ���� ����� ����� ���� �� ���������� ��� ��� ���� �������� � ������ ����

������� ������ ������������ ��� ��� ���� �� � ���� ���������� ���	��� � �����

�� ����� ���������� ����� ���������� ������ ��������� �� �������� ������


 ���� ��� ������ ��� �������� ������ � ��� ���� ���� ���� ���� ������

������ ������������ � � ������ ������ 
 ������������ � ����� 𝑥 �� 
������� �� ���

����� �� ��� ������ ������ ���� ∏︁𝑥∏︁�� �� ���� ��� �� ����� �� 
� ��� �� ��� 
�������

������ �� �� ������ ���

�𝑘 = {𝑥 ∶ ∏︁𝑥∏︁� ⩽ 𝑘} �
�	�

���� ���� ������� �� ��� ���� ��� ��� ������ �� ���� ��� ����� ������ �� �

������� �� ������ ����� ���� ∏︁𝑥∏︁� �� �� � ���� ������� ∏︁𝛼𝑥∏︁� ≠ ⋃︀𝛼⋃︀ ∏︁𝑥∏︁��
���� ��� ��� 
������� ������ ��� ������� ���� 

������� �������

���� 
�	� ��� �� ������ 

������� ����� ℎ� ����� ��� ��� ������� 
�������

������� 𝑥 �� 𝑥′� ���� ���� ℎ �� �� ���������� �� ��� �������� �� 𝑥 �� 𝑥′� 


����� ����� ��� �� ������ �� ℎ ∈ �
𝑘� �� �� ��� �� ℎ = 𝑥 − 𝑥′ ��� ���� 𝑥,𝑥′ ∈ �𝑘

���� 𝑥 ≠ 𝑥′�

������

(⇒)
������ ���� ℎ = (ℎ	, ℎ
, ...., ℎ𝑛) �� � ������ � �
𝑘 ����� ����� ℎ𝑖 ∈ R ��������� �

���� �� ℎ� �� ��� ��� 𝑆 = {𝑖 ∈ {	,
, ..., 𝑛} ∶ ℎ𝑖 ≠ �}� ����� ��� ��� 𝑆 ��������� ���

	



������� 
� ����� ������ ����������

�������� �� ��� ����� ������ �� ℎ� ���� ℎ ≠ � ����� �� �� ����� �� ������ ����

� ��� �� ���� ℎ ∈ �
𝑘� ℎ ��� �� ���� 
𝑘 ������ ������� �� 𝑆 ≠ ∅� ������ ����

	 ⩽ ⋃︀𝑆⋃︀ ⩽ 
𝑘 �⋃︀𝑆⋃︀ ������ ��� ���������� �� 𝑆��

�������� ��� ��� � ��� ��� ������� 𝑆	 �� 𝑆
 �� ���� ����� ������������ ��� �� ����


� 	��� ��� ������� 𝑆	 �� 𝑆
 ��� ���� �����

𝑆	 ∪ 𝑆
 = 𝑆, 𝑆	 ∩ 𝑆
 = ∅, 𝑎𝑛𝑑 ⋃︀𝑆	⋃︀ ⩽ 𝑘, ⋃︀𝑆
⋃︀ ⩽ 𝑘. �
�
�

����������� 𝑆	 ≠ ∅ �� 𝑆
 ≠ ∅� ������� 𝑆 ≠ ∅�
�� 𝑥 = (𝑥	, 𝑥
, ...., 𝑥𝑛)� �� � ������ � �𝑘 ������

𝑥𝑖 =
)︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌋︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀]︀
ℎ𝑖 𝑖 ∈ 𝑆	

� ���������.
�
���

�� 𝑥′ = (𝑥′	, 𝑥′
, ..., 𝑥′𝑛)� �� � ������ � �𝑘 �����

𝑥′𝑖 =
)︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌋︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀]︀
−ℎ𝑖 𝑖 ∈ 𝑆


� ���������.
�
���

�� �� ���������� ℎ = 𝑥 − 𝑥′� ���� 𝑥,𝑥′ ∈ �𝑘 �� 𝑥 ≠ 𝑥′�
(⇐)
�� ��� ������� 𝑥 ≠ 𝑥′ �� 𝑥,𝑥′ ∈ �𝑘� �� ℎ = 𝑥 − 𝑥′ �� ℎ = (ℎ	, ℎ
,⋯, ℎ𝑛) �����

ℎ𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥′𝑖. �� ��� �� ���� ���� ℎ ∈ �
𝑘� ������� ��� ���� 𝐾� 𝐾	 �� 𝐾
 �����

�������� ��� �������� �� ��� ������ ������ �� ℎ� 𝑥 �� 𝑥′ �������������

𝐾 = {𝑖 ∈ {	,
,⋯, 𝑛} ∶ ℎ𝑖 ≠ �},
𝐾	 = {𝑖 ∈ {	,
,⋯, 𝑛} ∶ 𝑥𝑖 ≠ �},

��

𝐾
 = {𝑖 ∈ {	,
,⋯, 𝑛} ∶ 𝑥′𝑖 ≠ �}.
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� ����� ������ ����������

���� ���� ���� 𝑥′, 𝑥 ∈ �𝑘� ��� ���������� �� 𝐾	 �� 𝐾
 �� ���� ��� �� �����

�� 𝑘 �� � ����� ����� ⋃︀𝐾	⋃︀ ⩽ 𝑘 �� ⋃︀𝐾
⋃︀ ⩽ 𝑘� �� ����� ���� 𝐾 ⊆ 𝐾	 ∪𝐾
� ���

⋃︀𝐾 ⋃︀ ⩽ ⋃︀𝐾	⋃︀ + ⋃︀𝐾
⋃︀ ⩽ 𝑘 + 𝑘 = 
𝑘� ����� ������� ���� ℎ ∈ �
𝑘�

������ ��� ������ ������� 𝑖 ∈𝐾� ��� ℎ𝑖 ≠ �� ���� ℎ𝑖 = 𝑥𝑖−𝑥′𝑖 ������ 𝑥𝑖 ≠ � ��

𝑥′𝑖 ≠ �� ��������� ℎ𝑖 = �� ���� ���� ���� 𝑖 ∈ 𝐾	 �� 𝑖 ∈ 𝐾
� ��������� 𝑖 ∈ 𝐾	 ∪𝐾
� ��

𝐾 ⊆𝐾	 ∪𝐾
 �� ���� 𝐾	 ∪𝐾
 ��� �� ���� 
𝑘 ������ ������� �� ������� �����

ℎ ∈ �
𝑘 .


�
�
 ���� ����� �������

�� �������� ����������� �� ��� ����� ������ ���� �� ��� �� ������ ��� �����

�� ��� ��� ������ ��������� ������ �� ��� ��� ����� �� � �� ������ �� 𝒩 (𝐴) ��
�� ����� ���

𝒩 (𝐴) = {𝑧 ∈ R𝑛 ⋃︀ 𝐴𝑧 = �}. �
��


 ����� �� �� ���� �� ������� ��� 
������� ������ 𝑥 ���� 𝐴𝑥� 𝐴 ���� �������

�������� ��� 𝑥 ∈ �𝑘 ������

∀𝑥, 𝑥′ ∈ �𝑘

��� 𝑥 ≠ 𝑥′
��� 𝐴𝑥 ≠ 𝐴𝑥′.

�
���

��������� �� �� �� �������� �� ���������� 𝑥 ���� 𝑥′ ����� � 𝑦�

��� �������� ������� �������� � �������� ���� ��
�� � ������ �������� ��� 𝑘 −
𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑒 �������� ��������

������� 
�	� � ����� ������ �� ������� ��������� ��� 𝑥 ∈ �𝑘 �� �� ��� ��

𝒩 (𝐴) ������ � ������ ������ � �
𝑘�
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������� 
� ����� ������ ����������

������ �� ���� �� ���� 𝑝 ⇐⇒ 𝑞 ������

�� 𝐴 ������� ��������� ��� 𝑥 ∈ �𝑘.

�� 𝒩 (𝐴) ������ � ������ ������ � �
𝑘 .

⇒ �� ��� �� ���� ��� ������������� �� ��� �������� 𝑝⇒ 𝑞� ∼ 𝑞⇒∼ 𝑝

�� �� ��� ������� ����� �� � ������ ������ ℎ � �
𝑘 ����� �� ���� � ���

���������� ���� �� ���� 
�	� ℎ �� �� ������ �� � �������� �� ���

������� � �𝑘�

)︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌋︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀]︀

ℎ ≠ �

ℎ ∈ �
𝑘

ℎ ∈ 𝒩 (𝐴)
⇒ ℎ = (𝑥 − 𝑥′) �����

)︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌋︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀]︀
𝑥,𝑥′ ∈ �𝑘

𝑥 ≠ 𝑥′
. �
���

������� ℎ ∈ 𝒩 (𝐴) ��� 𝐴ℎ = �� �� 𝐴(𝑥 − 𝑥′) = �� �� ���� 𝐴 �� � �����

������������ 𝐴𝑥 = 𝐴𝑥′� ���� �� ∼𝑝
⇐ �� ���� 𝑞⇒ 𝑝 ���� �� ����� ��� ������������� �� ��� �������� ∼𝑝 ⇒ ∼𝑞�

�� ����� ��� 𝑥,𝑥′ ∈ �𝑘 �� 𝑥 ≠ 𝑥′ ���� ���� 𝐴𝑥 = 𝐴𝑥′ ���� ������� 𝐴(𝑥−𝑥′) = ��

�� ���� 
�	 ℎ = 𝑥 − 𝑥′ �� � ������ � �
𝑘 ���� 𝑥,𝑥′ ∈ �𝑘 �� ���� ℎ ≠ �

���� 𝑥 ≠ 𝑥′� �� ℎ �� � ����� ������ � �
𝑘 ���� �� � 𝒩 (𝐴)� ���� �� ∼ 𝑞�

�� ��� �������� 𝑝 ⇐⇒ 𝑞 ������


�� ����
 �� ��������


 ���� ������ �� ��� �� ������ ��� �������� ������ ���������� � ��� ����

�� ���������� ������ ����� �������� ���� ���� ����� ���������� �������� � ���

�������� ���� ������� ��� ����� �������� �� ��� 𝑘 − 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑒 ��������

	�



������� 
� ����� ������ ����������


���	 ����
 �� � ������

������ �� �������� ��� ���� �� ��� 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘 �� � ������� �� �� ���� �� ����� ����

� ���� �������� ������ ����� �������� � ����� ��������

��
 �� � ������ �������� �� ��� ����� ������

��� ��
 �� � ������ 𝐴 �� ��� ������� �� ��� ������ ����� ����� �� ��� �������

�� ��� ������� ����� �� ������� �������� ����� ����� ������� �� ��� ��


�� ��� ������� 
� ��� ���� ��� ���������� ���� �� � ������� ��� ����� �� ������

���� �� ��� ��
�


 ��� �������� �������� �� ���� ��������� ��� ���������� ���� ����� �� ���

������ 𝐴 �� �������� ��� 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)�
������� 
�	�

� =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝


 −	 �

	 � 	

� 
 −	
	 	 �

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
→ 𝑅𝐸𝐹 →

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

	 � 	

� 	 −	
� � 	

� � �

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
��� ��
 �� ��� ����� �� ������ ���� � 𝑅𝐸𝐹 ����� ��� ⇒ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) =
��

���� ��
 ��������� ��� ��� �� ��� ����� ������� � � ������ ��� ������� ����

������ ��� ������ �� ���� �� �� �������
� ��� ��� �������� ������� �� � �������


�������

������� 
�
�

� =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
	 � 



 	 �

� 
 	

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

	�



������� 
� ����� ������ ����������

𝐴 �� � ���� ��
 ������� ������� ��� ��� ������ ��� ������� ��������� 
� ��

������� ��� ���������� ���� �� 𝐴 �� ����

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
	 
 	

� 	 


� � �

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
�� ���� � ������ ���� �� ��� ��
 �� � �� ��� ������ 𝐴 �� ��������� �� �� �

�������
 �������

������� 
�	� ��� ����
 �� � ������ �� ��� �������� ����� �� ������ �� 𝐴� ����

��� ������� ��������

�����
� 
� �� ���� � ���� ����� � 𝐴� ��� 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴) = 	� �� ���� �� �������

� ���� ����� �� ��������� �� �� ������� ������� �� ������� 
 ������ �� ��� ��

�������� ������� ��� ������ � �� ������� �������� ������� ��� �� 𝑐 ≠ �, 𝑐 � = ��


� ����� �� � ���� ����� � 𝐴� ���


 ⩽ 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴) ⩽ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 	 �
���

������� 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) �� ��� ������� ����� �� ������� �������� ������� �� �� ��

���� 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 	 ������� ���� ���� ������ �� ������� ��������

��� �������� �������� ���� ���������� ��� ������ �� ��� ����
 �� � ������ �

������� ������

������� 
���

������� ��� ���� ������ � ∶
� = ⎛⎜⎝

	 � 	 	

� 	 −	 +	
⎞⎟⎠

�� ��� ������ ��� ������� ��������� ��� ������ �� �� ������� ��� ���� ���

������ ����� ��� ������� ��������� �� ��� �� �� ��� ��� ����� �� ��� ������


�



������� 
� ����� ������ ����������

������ �� ���� ���� ��� ����� ��������� �������

��� ���� ��

��� ����� �������

⎛⎝ 	

�

⎞⎠,⎛⎝ �

	

⎞⎠)︁⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂]︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂)︂
������ ��������

⇒ ��� ����

����� �������

⎛⎝ 	

�

⎞⎠,⎛⎝ �

	

⎞⎠,⎛⎝ 	

−	
⎞⎠)︁⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂]︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂)︂

������ �������

��� ����� ��

��� ����� �������

⎛⎝ �

	

⎞⎠,⎛⎝ 	

−	
⎞⎠)︁⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂]︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂)︂

������ ��������

⇒
��� ������

��� ����� ��

��� ���� �������

⎛⎝ 	

�

⎞⎠,⎛⎝ �

	

⎞⎠,⎛⎝ 	

−	
⎞⎠)︁⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂]︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂)︂

������ �������

���� ��� ������� ����� �� ������� �������� ������ �� 
� ��� ��
 �� 
� ��

���� ��� �������� ����� �� ������� ������� ������ �� �

⇒ 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴) = � = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 	

������� 
���

������� ��� ���� ������ � ∶
� = ⎛⎜⎝

	 � 	 −	
� 	 	 �

⎞⎟⎠
���� ��� ������� ����� �� ������� �������� ������ �� 
� ��� ��
 �� ����

��
� ��� ���� ��� ������� 	������ �� ���� �� �� ����� �� ������� ��� ��������⎛⎝ 	

�

⎞⎠,⎛⎝ −	
�

⎞⎠, ����� ��� ������� �������� �� ��� 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴) ���� �� �� ��
� ���

�������� �������� ���� ����� ��� 
 ������� ������� ������ � �� �� ���� ��

���� � ���� ������ ���� ����� �� ������� �������� �� ��� 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴) = 
 �

���� �����

������� 
��

� = ⎛⎜⎝
	 � � −	
� 	 � �

⎞⎟⎠


	



������� 
� ����� ������ ����������

���� �� ���� � ���� ����� �� � ���� ����� �� ������� �������� ��� �� ���

𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴) = 	� ������� ��� ���� ���� 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 
 ���� � ���� ��������

�� ����������

������� �� ���� � ���� ������ � ������ 𝐴�


 ⩽ 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴) ⩽ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 	


� ����
 �� 	� �� ���� �� ���� ����� �� ������

��� ������� �� ��� ����
 �� � ������ ������ �� �� ���� ��� �������� ������� ��

����
 ������� �� �� � ����� ������ �� ���������� ����� 
������� ������ ��������

������� 
�
� ��� �� ������ 𝑦 ∈ R𝑚, ����� �� �� ���� �� ����� 𝑥 ∈ �𝑘 ���� ���� ∶
𝐴𝑥 = 𝑦 �� �� ��� �� 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴) > 
𝑘 .

������ �� ��� ������ 𝑝 ⇐⇒ 𝑞 ������

�� � ������� ��������� ��� 
������� ��������

�� 𝑆𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴) > 
𝑘�

⇒ �� ����� 𝑝⇒ 𝑞 �� ��� �� ���� ��� ������������� �� ��� ��������� ∼𝑞 ⇒ ∼𝑝 ∶
∼𝑝 ∶ ����� �� ���� ��� �� 𝑥 ∈ �𝑘 ���� ���� 𝐴𝑥 = 𝑦

∼𝑞 ∶ 𝑆𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴) ⩽ 
𝑘

��� ���������� ∼𝑞 ������� ���� �� ��� �� �� �� (
𝑘 − 	) ������ ��� ����

��������� �� ��� �� �� �� 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴)−	 ������ �� 𝐴 �� ������� ���������

����� �� � ���������� ������ 𝑃 ���� ���� 𝑃 ��������� ������� ��������

������ ���� ������� ������� ���� ���� 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴) ⩽ 
𝑘� ����� �� � ���

�� 
𝑘 ������ ���� ��� ������� �������� �� ��� ���������� 𝑃 �� ���

���� �� ��� ���� 
𝑘 �������

��������







������� 
� ����� ������ ����������

�� =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐴	 𝐴
 ⋯ 𝐴
𝑘

)︁⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂]︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂⌊︂)︂
������� �������

𝐴
𝑘+	 ⋯ 𝐴𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

���� {𝐴	,𝐴
,⋯,𝐴
𝑘} ��� ������� ������� ����� ��� ������� 𝑐	� 𝑐
� ⋯�

𝑐
𝑘 �� ��� ����� �� ���� ���� �����

𝑐	𝐴	 + 𝑐
𝐴
 +⋯ + 𝑐
𝑘𝐴
𝑘 =Ð→� . �
���

�� 𝐶 = (𝑐	, 𝑐
⋯, 𝑐
𝑘,�⋯,�)𝑡� ��� ��� ������� 
�� �� ����� �� 𝐴𝑃𝐶 = ��

�� 𝑃𝐶 = ℎ� ���� � ��� �� ���� 
𝑘 ������ ������� �� ���� ℎ� ������� 𝑃 ��

	��� � ����������� ���� ℎ ∈ 𝒩 (𝐴)� ������� 𝐴ℎ = 𝐴𝑃𝐶 = �� �� �� �������


�	� 𝐴 ���� �� �������� ��� �
𝑘 �������� ���� �� ∼ 𝑝�

⇐ �� ��� �� ����� 𝑞 ⇒ 𝑝� �� ����������� ������ ����� ����� ��� 𝑥,𝑥′ ∈ �𝑘

�� 𝑥 ≠ 𝑥′ ���� ���� 𝐴𝑥 = 𝐴𝑥′� �� 𝐴(𝑥 − 𝑥′) = �� �� ���� 
�	 �� �� ���

𝑥 − 𝑥′ = ℎ ��� ℎ ≠ �� ���� ℎ ∈ �
𝑘� ���� 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴) > 
𝑘 ��� ���� �� �� ��


𝑘 ������ ��� ������� ��������� ��� ���� 𝐴ℎ = �� �� 𝐴	� 𝐴
� ⋯� 𝐴𝑛

����� ��� ������ �� 𝐴 �������� ������������ ����

� = 𝐴ℎ = ℎ	𝐴	 + ℎ
𝐴
 +⋯ + ℎ𝑛𝐴𝑛, �
�	��

����� ℎ = (ℎ	, ℎ
,⋯, ℎ𝑛)𝑡� ���� ℎ ∈ �
𝑘 �� ���� �� ���� 
𝑘 ������ �������

������� ��� ������ ������ ������� ��� ��� {𝑛	, 𝑛
,⋯, 𝑛𝑠} ����� 	 ⩽ 𝑛	 <
𝑛
 < ⋯ < 𝑛𝑠 ⩽ 𝑛 �� 	 ⩽ 𝑠 ⩽ 
𝑘 ���� (
.	�) �������

ℎ𝑛	𝐴𝑛	 + ℎ𝑛
𝐴𝑛
 +⋯ℎ𝑛𝑠𝐴𝑛𝑠 = �. �
�		�

����� ���� 𝑠 ⩽ 
𝑘 �� ���� ��� 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴) > 
𝑘� �� ������� ���� ���

������ 𝐴𝑛	 ,𝐴𝑛
 ,⋯,𝐴𝑛𝑠 ��� ������� ��������� �� ℎ𝑛	 = ℎ𝑛
 = ⋯ = ℎ𝑛𝑠 = ��

��������� �� �� �� ���� ℎ = � ����� ���������� ���� ℎ ���� �������


�



������� 
� ����� ������ ����������


���
 �������� �� � ������

�������� �� � ������ �� ������ �������� �� �������� ���� �� ��� ��� ��� �����

�������� �� 
������� �������

������� 
�
� ��� �������� �� � ������ �� 𝜇(𝐴)�
𝜇(𝐴) = ���

	⩽𝑖<𝑗⩽𝑛
⋃︀∐︀𝑎𝑖, 𝑎𝑗̃︀R𝑚 ⋃︀∏︁𝑎𝑖∏︁
 ∏︁𝑎𝑗∏︁
 , 𝑖 ≠ 𝑗


� ��� ������� �������� ����� �� ��� ��� ������� �� �� ��� ��������� ������

�� �� ���� �� ��� ������ �� 𝑎𝑖 ∈ R𝑚 ��� 𝑖�� ����� �� 𝐴�

���� ���� ∐︀𝑋,𝑌 ̃︀R𝑚 =𝑋.𝑌 ������ ��� ��� �������� �� ��� ������� �� ��� �������

� R𝑚� ����� 𝑋 = (𝑥	, 𝑥
,⋯, 𝑥𝑚) �� 𝑌 = (𝑦	, 𝑦
,⋯, 𝑦𝑚)� ����� ��

∐︀𝑋,𝑌 ̃︀R𝑚 =𝑋.𝑌 = 𝑚∑
𝑖=	 𝑥𝑖𝑦𝑖.

�� ∏︁𝑋∏︁
 = ⌈︂∐︀𝑋,𝑋̃︀ ������ ��� ℓ
 − 𝑛𝑜𝑟𝑚 � R𝑛� ����� ����� ���� 𝜇(𝐴) ⩽ 	

�� �������������� ���������� ⋃︀𝐴.𝐵⋃︀ ⩽ ∏︁𝐴∏︁
 ∏︁𝐵∏︁
 �� ��� �������� ����� ��� ���

������� 𝐴 𝑎𝑛𝑑 𝐵 ��� �������� �� � ����� ����� 𝐴 = 𝜆𝐵 ��� 𝜆 ∈ R
�����
� 
� ��� ����� �� ������ ��� ��������� ��� 𝜇(𝐴) = �� �� �� �� ���� � ����

�� �������� �� ����������� ������ ��������� �������� ��� 𝜇(𝐴) = 	�


���� ����
 ������ ��������

�������� �� ����
 �� � ������ ��� ������� �������� 
 ����� �� ����� ���� ��

��� ����������� ���
 ������� ����� �� ������ �� ������ ������


�



������� 
� ����� ������ ����������

������� 
��� ��� ���������� �� � 𝑛 × 𝑛 ������ 𝐴� ��� � ��� ��� �� 𝑛 �����

𝑑𝑖 = 𝑑𝑖(𝑐𝑖, 𝑟𝑖)� 	 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛� ������� �� 𝑐𝑖 = 𝑎𝑖𝑖 �� ���� ������ 𝑟𝑖 = ∑
𝑖≠𝑗 ⋃︀𝑎𝑖𝑗 ⋃︀�

������ ��� 𝜆 �� � ��������� �� 𝐴 �� 𝑥 �� � ����������� ����������� �� ��� 𝑥𝑖

�� ��� ��� ������� ���� �� � � �������� ������ ���� 𝑥 �� � ����������� 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥�


 ����� ����� ∑
𝑗
𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 = 𝜆𝑥𝑖 ��� 𝑖 = 	,
,⋯, 𝑛� ������ ��� 𝑎𝑖𝑖�

∑
𝑗∶ 𝑖≠𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 = 𝜆𝑥𝑖 − 𝑎𝑖𝑖𝑥𝑖

��� �� ������ ���� ����� �� 𝑥𝑖� �� ���� �� ��
� �������� ����� ���� ���� ����� ��

��� �������� �� ������� ����������

⋃︀𝜆 − 𝑎𝑖𝑖⋃︀ =
∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀
∑
𝑖≠𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

𝑥𝑖

∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀∫︀
⩽∑

𝑖≠𝑗
⋃︀𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ⋃︀⋃︀𝑥𝑖⋃︀ ⩽∑

𝑖≠𝑗 ⋃︀𝑎𝑖𝑗 ⋃︀ = 𝑟𝑖 .

���� �� ����� 𝑥𝑖 �� �� ��� ������� ���� �� ��� ������ 𝑥� � �������� ������ ���

𝑖 ≠ 𝑗, ⋀︀𝑥𝑗

𝑥𝑖

⋀︀ ⩽ 	� �� ��� ���� ��������� �� ������

������ ���� � ⊂ {	,
, . . . , 𝑛} ���� ⋃︀�⋃︀ < 𝑛� �� � ������ �� ������ �� ��� �𝑐 ⊂
{	,
, . . . , 𝑛}/�� ��� � ������ �� 𝐴� ���� ��� 𝑚 × 𝑝 ������ ������� �� �������

������ �� 𝐴 ������ � �𝑐�

�����
� ������ �� � ������ ��������� �� � ���������� ��������� ������ ��

� ������� ���� �� ����� ��� ������ �������� �� ��� ����
 �� ���� ��� ��
 �� �

������ �� �� ����� � ������� 
� �� ����� ���� 𝑣	, 𝑣
,⋯, 𝑣𝑛 ��� ������� ������

��� �� ��� �� 𝛼 = (𝛼	, 𝛼
,⋯, 𝛼𝑛) ���� �����

𝛼	𝑣	 + 𝛼
𝑣
⋯+ 𝛼𝑛𝑣𝑛 = �

���

𝛼	 = 𝛼
 = ⋯𝛼𝑛 = � .


 ���� �� ��������� �� ���� ���� �� 𝛽	
𝑣	∏︁𝑣	∏︁
 + 𝛽


𝑣
∏︁𝑣
∏︁
 + ⋯ + 𝛽𝑛
𝑣𝑛∏︁𝑣𝑛∏︁
 � ��� 𝛽	∏︁𝑣	∏︁
𝑣	 +

𝛽
∏︁𝑣
∏︁
𝑣
⋯+ 𝛽𝑛∏︁𝑣𝑛∏︁
𝑣𝑛 = �� ���� 𝑣	, 𝑣
,⋯, 𝑣𝑛 ��� ������� ��������� 𝛼𝑗 = 𝛽𝑗∏︁𝑣𝑗∏︁ = � ��� ���






������� 
� ����� ������ ����������

	� ������ ���� ������� �������� ������� �� �� �� ����� �� ���� ������ �� ∏︁𝑣𝑗∏︁
 > ��


� �� ����� ��� ������� 
.� �� ��� ���� ������ 𝐺 ∶= 𝐴𝑡
�𝐴�� �� ���� ���� ���

�������� ����� ����� ������ ��� ������� �� ����
 �� ��� �������� �� � �������

���� 
�
� ��� �� ������ 𝐴 ���� ������ �������

𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴) ⩾ 	 + 	

𝜇(𝐴) .
������ ������� ���� �� ��������� �� ������ ���� ��� ������ �� � ��� ����������

�� � ����� ������ � ��� ������� ������� ���� ����� ������ ���� ����� ���

𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴)� ��� �����
 
.�.��

������� � = {	,
,⋯, 𝑛} �� � ��� �� ������ ���� ⋃︀�⋃︀ = 𝑝� ���� ������� ��� ����������

𝑝 × 𝑝 ���� ������ 𝐺 ∶= 𝐴𝑡
�𝐴�� ����� � �� ��������� (𝐺𝑡 = (𝐴𝑡

�𝐴�)𝑡 = 𝐴𝑡
�𝐴� = 𝐺)

���� ������� 𝑔𝑖𝑗 = ∐︀𝑎𝑛𝑖
, 𝑎𝑛𝑗

̃︀ �� 𝑔𝑖𝑖 = 	 ��� 	 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑝� ���� ⋃︀𝑔𝑖𝑗 ⋃︀ ⩽ 𝜇(𝐴) ��� 	 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽
𝑝, 𝑖 ≠ 𝑗 �


� �� ������ 𝑝 < 	+ 	⇑𝜇(𝐴) ��� ����������� (𝑝− 	)𝜇(𝐴) < 	� ��� ���� ⋃︀𝑔𝑖𝑗 ⋃︀ ⩽ 𝜇(𝐴)�
�� ���

∑
𝑖≠𝑗 ⋃︀𝑔𝑖𝑗 ⋃︀ ⩽ (𝑝 − 	)𝜇(𝐴) < 	 .

��� �� ���������� ������� ���� ∑𝑖≠𝑗 ⋃︀𝑔𝑖𝑗 ⋃︀ < 	 = ⋃︀𝑔𝑖𝑖⋃︀ ����� ���� ��� ������ � ��

��������� ������� � ���� �� � �������� ������ ������ �� ��� �� ��� ������ ���

������� ��������� �� �� ��� ��� ������ �� 𝐴�� �� �� �����

𝐴𝑡
�𝐴� = 𝐺 �� �������� ������ ⇐⇒ ∐︀𝐺𝑥,𝑥̃︀ > �, 𝑥 ≠ �, 𝑡ℎ𝑢𝑠 𝐺𝑥 = � ⇐⇒ 𝑥 = �� ���

𝑥 ∈ R𝑝

�� ��� ����� �� � ��� ������ ��� ���� ������� �� �� ������� ���� ��� ������

�� � ���� �� ������� ��������

������� 𝑐	𝑎	 + 𝑐
𝑎
 + ⋯ + 𝑐𝑝𝑎𝑝 = �� ����� 𝑎	, 𝑎
,⋯, 𝑎𝑝 ��� ��� ������ �� 𝐴�� ���


�



������� 
� ����� ������ ����������

∀𝑖 = 	, ..., 𝑝 ∶ 𝑐	∐︀𝑎	, 𝑎𝑖̃︀ +⋯ + 𝑐𝑝∐︀𝑎𝑝, 𝑎𝑖̃︀ = � ��

𝑐	

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∐︀𝑎	, 𝑎	̃︀
∐︀𝑎	, 𝑎
̃︀

⋮
∐︀𝑎	, 𝑎𝑝̃︀

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
� ⋯ �𝑐𝑝

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∐︀𝑎𝑝, 𝑎	̃︀
∐︀𝑎𝑝, 𝑎
̃︀

⋮
∐︀𝑎𝑝, 𝑎𝑝̃︀

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= ��

��� ��� ������ �� � ��� ������� ��������� �� 𝑐	 = 𝑐
 = ⋯ = 𝑐𝑝 = �� ��� ��

������� ���� ������ �� 𝐴� ��� ������� �������� �� ����� �� �� ���� ����

���� ���� � ���� ⋃︀�⋃︀ = 𝑝 �� 𝑝 < 	 + 	⇑𝜇(𝐴) ��� ��� ������ �� 𝐴� ��� �������

��������� �� � �������� 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴) > 𝑝� �� 𝑝� = 𝑚𝑎𝑥{𝑝 ∈ N ∶ 𝑝 < 	 + 	⇑𝜇(𝐴)}
�� ��� ���� �� ���� 
 ����� ������� � ������� 	 + 	⇑𝜇(𝐴) �� � ������ �����

�� ��� ������ ⟨︀𝑥⧹︀� ��� ������ ���� �� 𝑥� �� ��� �������� ������ ���� ��� �� ����� ��

𝑥�

��

𝑝� =
)︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌋︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀]︀

⟨︀	 + 	⇑𝜇(𝐴)⧹︀ 𝑖𝑓 ⟨︀	 + 	⇑𝜇(𝐴)⧹︀ < 	 + 	⇑𝜇(𝐴)
	⇑𝜇(𝐴) 𝑖𝑓 	 + 	⇑𝜇(𝐴) = ⟨︀	 + 	⇑𝜇(𝐴)⧹︀ �
�	
�

���� ���� �� ������� 𝑝� < 	 + 	⇑𝜇(𝐴)� �� ���� ���� ���� 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴) > 𝑝��

���� 
� �	 + 	⇑𝜇(𝐴) ∉ N��
𝑝� = ⟨︀	 + 	⇑𝜇(𝐴)⧹︀ < 	 + 	⇑𝜇(𝐴) < ⟨︀	 + 	⇑𝜇(𝐴)⧹︀ + 	 = 𝑝� + 	 ⩽ 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴)

�� 	 + 	⇑𝜇(𝐴) < 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴)
���� 

� �	 + 	⇑𝜇(𝐴) ∈ N��
𝑝� = 	⇑𝜇(𝐴) �� 𝜇(𝐴) = 	⇑𝑘 ����� 𝑘 ∈ N� 
���� ���� 𝑝� < 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴)� ����

𝑝� + 	 = 	⇑𝜇(𝐴) + 	 ⩽ 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴)
�� � ���� ����� �� ��� 	 + 	⇑𝜇(𝐴) ⩽ 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑘(𝐴)�

�� � ��������� �� ���� 
.
 �� ������� 
.
 �� ������� �����


�



������� 
� ����� ������ ����������

��������� 
�	� 
� 	 + 	⇑𝜇(𝐴) > 
𝑘 ��� ��� ���� 𝑦 ∈ R𝑛 ����� �� �� ���� �� �����

𝑥 ∈ 𝜎𝑘 ���� ���� 𝐴𝑥 = 𝑦�


�



������� �

���� ����� �� ���������� ��������

����������

����� �� ��� ������ ���� ������� �� ������� ������ �������� ��� ����
 ����� ��

� ���� ��������������� �� ��� ������ �������� �� ��������� 	������� ��� ������

���� ������������� ������ �������� �� ���� ������� � ���� ����������� ������� �

��� ��������� 𝒩 (𝐴) �
��
�� ������� ������� ���� ������ �� ������� ��� ��� �������������� �������

������ ��� �������� �������� ��� � ����� ������ ��� � ����� ������� �� �����

������� �� ��� ����� ������ ��� �� �������� ����� �� ����� ��� ��� ��� ����� �� �����

��� ����� �� ��������� �� �� � ������������� ������ ������

���� ���� ��� ������������� ������ ������ ��� ������������� �� ��� �������

������ ������ ��� ���� �� ��� ���� ������ �� ��� ������� ������ ������ ��� ��� ��

���� ����� �������� �������

��� �������� � ���� ������� �� ��� �������� �� ������ ����� � ��� ������ ��

�������� ��� ��� �
���


�



������� �� ���� ����� �� ���������� �������� ����������

��	 ���� ����� �������� �����

������� � ⊂ {	,
, . . . , 𝑛} �� � ������ �� ������ �� ��� �𝑐 ⊂ {	,
, . . . , 𝑛}/�� 𝑥�

���� ��� ����� 𝑛 ������ ������� �� ������ ������ �� 𝑥 ������ �� �𝑐 �� �����

������� ��	� ������ 𝐴 �������� ��� ��� ����� �������� ����� �� ����� 𝑘� �� �����

������ � ��������� ������ � ���� ���� ��� ��� ℎ ∈ 𝒩 (𝐴)�
∏︁ℎ�∏︁
 ⩽ 𝐶

∏︁ℎ�𝑐∏︁	⌋︂
𝑘

��� ��� � ⊂ {	,
,⋯, 𝑛} ���� ⋃︀�⋃︀ ⩽ 𝑘. ���	�

����� ��� ℓ	 ��� �� ��� ℓ
 ��� ��� ����� ���

∏︁ℎ∏︁
 = ( 𝑛∑
𝑖=	 ⋃︀ℎ𝑖⋃︀
)	⇑
 𝑎𝑛𝑑 ∏︁ℎ∏︁	 = 𝑛∑

𝑖=	 ⋃︀ℎ𝑖⋃︀ 𝑓𝑜𝑟 ℎ = (ℎ	, ℎ
,⋯, ℎ𝑛).

� � ������ ℎ �� 
�������� ��� ����� ������ � � ���� ⋃︀�⋃︀ ⩽ 𝑘 ���� ���� ℎ�𝑐 = � ��

∏︁ℎ�𝑐∏︁	 = �� �� ��������� ���	� ������� ���� ℎ� = � ����� 	��� �� 𝐴 �������� ��� 𝑁𝑆𝑃

�� ����� 𝑘� ��� ��� ��� 
������� ������ � 𝒩 (𝐴) �� ℎ = ��

������� ��
� �
������ ��������� � �������� ������ �� � ��������� �� �����

� ������� ������������� ����� �� �� ��������� �� � ���� �������� ������ �����

���� ��������� �� � ������������� ���� �� ��� �������

���� ���� �� ��� �������� ������ ��� ���������� ������

�� △ ∶ R𝑚 → R𝑛 �������� ��� �������� ������� ��� ��� �������� ��������

∏︁△(𝐴𝑥) − 𝑥∏︁
 ⩽ 𝐶
𝜎𝑘(𝑥)	⌋︂

𝑘
, ��� ��� 𝑥 ∈ R𝑛,

����� 𝜎𝑘(𝑥)𝑝 = ��
�𝑥∈�𝑘

∏︁𝑥 − �𝑥∏︁𝑝 ��� 𝑝 = 	.

���
�

��������� ����� �������� �� ��� �������� ������ � �𝑘� ������� �� 𝑥 ∈ �𝑘 ���

𝜎𝑘(𝑥)	 = �� ����� ������� ���� ∏︁�(𝐴𝑥) − 𝑥∏︁
 = �� �� �� �(𝐴𝑥) = 𝑥� 
����� ��

��



������� �� ���� ����� �� ���������� �������� ����������

𝑥 ∈ �𝑘 �� �� ������ �𝑥 = 𝑥� ���� ������� �� ����� �� ��������

� ⩽ 𝜎𝑘(𝑥)	 = ��
�𝑥∈�𝑘

∏︁𝑥 − �𝑥∏︁	 ⩽ ∏︁𝑥 − 𝑥∏︁	 𝑠𝑜 𝜎𝑘(𝑥)	 = �, 𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑥 ∈ �𝑘.

����� ��� ����� ���� �� ������� �� � ������ �𝑥� ∈ �𝑘 �� �� ����� ����� �� ������

�� ��� ��� ��� ������� ��� 	�����������

��� �������� ������� �������� ���� �� ����� �� �� �������� ��������� ���������

���
�� ��� ������ 𝐴 �������� 𝑁𝑆𝑃 �� ����� 
𝑘�

������� ��	� �� 𝐴𝑚×𝑛 ∶ R𝑚 → R𝑛 �𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑚 ≪ 𝑛)� �� � ����� ������� ��

△ ∶ R𝑚 → R𝑛 �� � ��������� �������� ���������� 
� ��� ���� (𝐴,△) �������� ���
��

��� 𝐴 �������� ��� ��� �� ����� 

�

������ �� ℎ ∈ 𝒩 (𝐴) �� ������� � �� ��� ������ ����������� �� ��� 
𝑘 �������

������ �� ℎ� �� ���� ℎ = ℎ� + ℎ�𝑐 �

����� � ��� �� �� �	 ����� ⋃︀��⋃︀ = ⋃︀�	⋃︀ = 𝑘� ���� ⋃︀�⋃︀ = 
𝑘� �� ���� ℎ = ℎ�� + ℎ�	 �

��� 𝑥 = ℎ�	 + ℎ�𝑐 �� ��� ℎ = 𝑥 − 𝑥′� �� �� ��� ���� �� ����� 𝑥′ = −ℎ�� .

���� ������ ���
� ��������

�� 
��� ℎ = ℎ�+ℎ�𝑐 � �� �� ����� � �� ��� ���������� ������� ������ �� ���� �����

ℎ = ℎ��+ℎ�	+ℎ�𝑐 , ���� ℎ = 𝑥−𝑥′ �� ���� 𝑥 = ℎ�	+ℎ�𝑐 ��� 𝑥 = ℎ�	+ℎ�𝑐−ℎ��−ℎ�	−ℎ�𝑐

�� �� ��� 𝑥′ = −ℎ�� �

���� �� ���������� 𝑥′ ∈ �𝑘 �� �� ����� ���
� �� ��� 𝑥′ = △(𝐴𝑥′)� ����� ����

ℎ ∈ 𝒩 (𝐴)� 𝐴ℎ = 𝐴(𝑥 − 𝑥′) = �� �� 𝐴𝑥 = 𝐴𝑥′ �� �� ������� ���� 𝑥′ =△(𝐴𝑥)
𝑀𝑜𝑟𝑒𝑜𝑣𝑒𝑟 ∏︁ℎ�∏︁
 ⩽ ∏︁ℎ∏︁
 = ∏︁𝑥 − 𝑥′∏︁
 = ∏︁𝑥 −�(𝐴𝑥)∏︁
� �� ����� �� ���
�

∏︁𝑥 −△(𝐴𝑥)∏︁
 ⩽ 𝐶𝜎𝑘(𝑥)	⌋︂
𝑘

⩽ 𝐶
⌋︂

∏︁ℎ�𝑐∏︁	⌋︂

𝑘

�

��� ���� ��������� �� ������� ������� ���� 𝜎𝑘(𝑥)	 = ��
�𝑥∈�𝑘

∏︁𝑥 − �𝑥∏︁	� �� ���� �� ���

�������� �� 
�� ���� 𝑥 = ℎ�	 + ℎ�𝑐 �� ℎ�	 ∈ �𝑘 �� 𝜎𝑘(𝑥)	 ⩽ ∏︁𝑥 − ℎ�	∏︁	 = ∏︁ℎ𝑐
�∏︁	�

���� �� ��� ∏︁ℎ�∏︁
 < 𝐶
⌋︂

∏︁ℎ�𝑐∏︁	⌋︂

𝑘

����� ������� ���� � �������� ��� ��� �� ����� 

 �� ���
��

�	



������� �� ���� ����� �� ���������� �������� ����������

������� ���� ������� 𝐴 ∶ R𝑛 → R𝑚 ������ � ����� ������ �� ��� � ∶ R𝑚 → R𝑛

�� � �������� ���������� ��� (𝐴,�) �� ���� �� �� ���
�������� �� ��� �� 𝑥 ∈ �𝑘 ��

𝑒 ∈ R𝑚 �� �����

∏︁�(𝐴𝑥 + 𝑒) − 𝑥∏︁
 ⩽ 𝐶 ∏︁𝑒∏︁
 . �����

���� ������� ������� ���� �� �� ��� � ����� ����� �� ���� �� ��� ��������

����� ��� ��� ������ � ��� ��������� ����� ������ �� �� ���� ������

������� ��
� 
� ��� ���� (𝐴,�) �� ���
��������� ���

	

𝐶
∏︁𝑥∏︁
 ⩽ ∏︁𝐴𝑥∏︁
 ��� ��� 𝑥 ∈ �
𝑘. �����

������ �� 𝑦, 𝑧 ∈ �𝑘� �� ��� ���� 𝑦 − 𝑧 �� 𝑧 − 𝑦 ∈ �
𝑘� �� ����

𝑒𝑦 = 𝐴(𝑧 − 𝑦)



𝑎𝑛𝑑 𝑒𝑧 = 𝐴(𝑦 − 𝑧)



, ����

��� 𝐴𝑦 + 𝑒𝑦 = 𝐴𝑧 + 𝑒𝑧 = 𝐴(𝑦+𝑧)

 � �� �𝑦 = �(𝐴𝑦 + 𝑒𝑦) = �(𝐴𝑧 + 𝑒𝑧)� ���� ���

���
����������� �� ������� ��������� �� �����

∏︁𝑦 − 𝑧∏︁
 = ∏︁𝑦 − �𝑦 + �𝑦 − 𝑧∏︁

⩽ ∏︁𝑦 − �𝑦∏︁
 + ∏︁�𝑦 − 𝑧∏︁

⩽ 𝐶 ∏︁𝑒𝑦∏︁
 +𝐶 ∏︁𝑒𝑧∏︁

= 𝐶 ∏︁𝐴𝑦 −𝐴𝑧∏︁
 .

���� ���� ���� ��� �� 𝑦, 𝑧 ∈ �𝑘 ��� ������ ������� ��� �� 𝑥 ∈ �
𝑘 �� ���� 
.	�

�




������� �� ���� ����� �� ���������� �������� ����������

��
 ���������� �������� �������� ��
��

������ 𝐴 �������� ��� ���������� �������� �������� ��
�� �� ����� 𝑘 ���

����� ����� � 𝛿𝑘 ∈ (�,	) ���� �����

(	 − 𝛿𝑘) ∏︁𝑥∏︁

 ⩽ ∏︁𝐴𝑥∏︁

 ⩽ (	 + 𝛿𝑘) ∏︁𝑥∏︁

 , �����

��� ����� 𝑥 ∈ �𝑘� 
� 𝐴 �������� ��� �
� �� ����� 
𝑘 ��� �� ���� ���� 𝐴 �������������

��������� ��� ������� ������ �� ���� �� 
������� ��������

���� ���� ����� �� ��� ���� ��� ���� ������� ��� �
�� �� ��� ��������� �����

����� ��� ��������� ����� 	� ��� ��� �������� ���������


 �������� �� �� ������ ����

𝛼 ∏︁𝑥∏︁

 ⩽ ∏︁𝐴𝑥∏︁

 ⩽ 𝛽 ∏︁𝑥∏︁

 . �����

����� � < 𝛼 < 𝛽 <∞� �� �������� 𝛼 �� 𝛽 ������� 𝐴 = 	

𝜃
(𝜃𝐴) ����� 𝜃𝐴 = 𝐴 �� 𝜃

�� � ���� �������

����

𝑎.𝜃
 ∏︁𝑥∏︁

 ⩽ ∫︁𝐴𝑥∫︁

 ⩽ 𝛽.𝜃
 ∏︁𝑥∏︁

 .
���

{𝛼𝜃
 = 	 − 𝛿𝑘

𝛽𝜃
 = 	 + 𝛿𝑘.
⇒ (𝛼 + 𝛽)𝜃
 = 
 ⇒ 𝜃 =}︂ 


𝛼 + 𝛽
.

	���� 𝜃� �� �� ��� �� �� ��� 𝛿𝑘�

𝛼.𝜃
 = 	 − 𝛿𝑘 ⇒ 𝛼.



𝛼 + 𝛽
= 	 − 𝛿𝑘

⇒ 
𝛼

𝛼 + 𝛽
− 	 = −𝛿𝑘

⇒ 
𝛼

𝛼 + 𝛽
− 𝛼 + 𝛽

𝛼 + 𝛽
= 𝛼 − 𝛽

𝛼 + 𝛽
= −𝛿𝑘 ⇒ 𝛿𝑘 = 𝛽 − 𝛼

𝛼 + 𝛽

⇒ � < 𝛿𝑘 < 	

��



������� �� ���� ����� �� ���������� �������� ����������

���� � < 𝛼 < 𝛽 ��� 𝛽−𝛼
𝛼+𝛽 �� �������� �� ���� ��� 	� �� �� �� �� ��� ������� 𝛿𝑘� 	���

���� �� � < 𝛼 < 𝛽 <∞� �� �� ������ ����� 𝐴 ���� ���� �� �������� ��� ���������

����� ����� 	 � ������� �����

���� ���� �� 𝐴 �������� ��� �
� �� ����� 𝑘 ���� ��� ������ 𝛿𝑘� � < 𝛿𝑘 < 	� ��� 𝐴

�������� ��� �
� �� ����� 𝑘′ ����� 𝑘′ < 𝑘� ��� ��� ������ 𝛿𝑘′ ���� �� ���� ��� 𝛿𝑘

(𝛿𝑘′ < 𝛿𝑘)�
���� ��	� �� 𝑘 < 𝑛⇑
 �� ����� ��� ����� ������ � ��� 𝑋 ⊂ �𝑘 ���� ���� ��� ��

𝑥 ∈𝑋 �� ���� ∏︁𝑥∏︁
 ⩽⌋︂𝑘 �� ��� �� 𝑥, 𝑧 ∈𝑋 ���� 𝑥 ≠ 𝑧

∏︁𝑥 − 𝑧∏︁
 ⩾⌈︂𝑘⇑

��

��� ⋃︀𝑋 ⋃︀ ⩾ 𝑘



���(𝑛

𝑘
)

��� ����� �� ���� ����� ����� �� ���� � ������� ��

��� � 𝑚 × 𝑛 ����� ������ �� �� ���� ��� 𝑅𝐼𝑃 �� ����� 
𝑘 < 𝑛 ���� 𝛿 ⩽ 	⇑
 �����

��� ���� ���� ��������� ���� ���� �� ���� �� ��� ����� ��������� �� ����� ���

�������� ������� �� �� �� �� �� ��� �� ����� ���� ��	

������� ���� �� � �� � 𝑚 × 𝑛 ������ ���� �������� ��� �
� �� ����� 
𝑘 �����


𝑘 < 𝑛� ���� ������ 𝛿 ∈ (�,	⇑
⌋︀ ���

𝑚 > 𝐶𝑘 ���(𝑛⇑𝑘) .

����� 𝐶 = 	⇑(
 ���(⌋︂�� + 	)) .

������ ���� 𝐴 �������� ��� �
� �� ����� 

� ��� �� 𝑥 �� 𝑧 ����� 𝑥 ≠ 𝑧 ∈ 𝑋 ⊂ �𝑘

��� 
�� 𝑋 ⊂ �𝑘 ������� 𝑋 ⊂ �
𝑘� ���� �𝑘 ⊂ �
𝑘� ��� ��� ��� �� ����� 𝑋 � ����

��



������� �� ���� ����� �� ���������� �������� ����������

�.	� ��� ��� 𝛿 ⩽ 	⇑
 �� �����

(	 − 𝛿) ∏︁𝑥 − 𝑧∏︁

 ⩽ ∏︁𝐴𝑥 −𝐴𝑧∏︁

 ⩽ (	 + 𝛿) ∏︁𝑥 − 𝑧∏︁

 .

��� �� ���� �.	�

∏︁𝐴𝑥 −𝐴𝑧∏︁
 ⩾⌋︂	 − 𝛿 ∏︁𝑥 − 𝑧∏︁
 ⩾⌈︂𝑘⇑�,
��� ��� 𝑥, 𝑧 ∈𝑋� ���� 𝑥 − 𝑧 ∈ �
𝑘�

�� ���� �����

∏︁𝐴𝑥∏︁
 ⩽⌋︂	 + 𝛿 ∏︁𝑥∏︁
 ⩽⌈︂�𝑘⇑
,
��� ��� 𝑥 ∈𝑋� ���� � ���� ���� �� ����� ∏︁𝑥∏︁
 ⩽⌋︂𝑘�

���� ��� ����� ���� �� �� ��� ���� ��� �� ����� 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑋� �� �� ����� ������

����� �� ������
⌈︂
𝑘⇑�⇑� =⌈︂𝑘⇑�� �� 𝐴𝑥 �� 𝐴𝑧� ��� ����� ����� ���� �� ���	���� ����

�� ������� ��� ������� ������ ������ �� 𝑑 =⌈︂𝑘⇑� ��� ������� �� � ��
�� �� ����

���� ��� ����� ����� ������� �� 𝐴𝑥 �� 𝐴𝑧 ��� ���	���� 
 ��� ���� �� ����� ���

����� �� ������ �� ������ 𝑑 �� 
�

���� ��� ����� ����� ����� �� ���� ��� ����� ��� �� ����� �� ������ ������� ����� �

������ ���� �� ������
⌈︂
�𝑘⇑
 +⌈︂𝑘⇑�� �� �� ��� 𝐵𝑚(𝑟) = {𝑥 ∈ R𝑚 ∶ ∏︁𝑥∏︁
 ⩽ 𝑟}� ��� ����

������� �����

𝑣𝑜𝑙(𝐵𝑚(⌈︂�𝑘⇑
 +⌈︂𝑘⇑��) ⩾ ⋃︀𝑋 ⋃︀ .𝑣𝑜𝑙(𝐵𝑚(⌈︂𝑘⇑��)
⇐⇒

(⌈︂�𝑘⇑
 +⌈︂𝑘⇑��)𝑚 ⩾ ⋃︀𝑋 ⋃︀ .(⌈︂𝑘⇑��)𝑚
⇐⇒

(⌋︂�� + 	)𝑚 ⩾ ⋃︀𝑋 ⋃︀
⇐⇒

𝑚 ⩾ ��� ⋃︀𝑋 ⋃︀
��� (⌋︂�� + 	) .

�



������� �� ���� ����� �� ���������� �������� ����������

����� ��� ⋃︀𝑋 ⋃︀ �� ��� ����� �� ����� ���� ������
⌈︂
𝑘⇑���

�� ���� �.	 �� 
�� ��� ⋃︀𝑋 ⋃︀ ⩾ 𝑘



���

𝑛

𝑘
� �� ������ �� ���� 𝑚 ⩾ ��� ⋃︀𝑋 ⋃︀

���(⌋︂�� + 	) ��

����

𝑚 ⩾ 𝐶𝑘 ��� (𝑛⇑𝑘) .

����� 𝐶 = 	⇑(
 ��� (⌋︂�� + 	))�

��� �
� ������ ���


 ���� ������ �� ���� ���� ���� �� � ������ �������� ��� 𝑅𝐼𝑃 �� ���� �������� ���

𝑁𝑆𝑃 � �� �� �� ������� ���� ��� 𝑅𝐼𝑃 �� � ������� ������� ��� 𝑁𝑆𝑃 �

������� ���� ������� ���� ��� ������ 𝐴 �������� ��� 𝑅𝐼𝑃 �� ����� 
𝑘 ���� 𝛿
𝑘 <⌋︂

 − 	 ⩽ 	


 � ��� 𝐴 �������� ��� 𝑁𝑆𝑃 �� ����� 
𝑘 ���� �������

𝐶 = ⌋︂

𝛿
𝑘

	 − (	 +⌋︂
)𝛿
𝑘 .

��� ����� �� ���� ������� ������� ������ ��� �������� �������

���� ��
� ������� 𝑢 ∈ �𝑘� ����

∏︁𝑢∏︁	⌋︂
𝑘

⩽ ∏︁𝑢∏︁
 ⩽⌋︂𝑘 ∏︁𝑢∏︁∞ .

������ ��� �� � �� ���� ∏︁𝑢∏︁	 = ⋃︀∐︀𝑢, 𝑠𝑔𝑛(𝑢)̃︀⋃︀� ���� ���� 𝑠𝑔𝑛(𝑥) =
)︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌋︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀]︀

	 𝑥 > 	

� 𝑥 = �

−	 𝑥 < �

.

�� �� ���� �������� 𝑥 𝑠𝑔𝑛(𝑥) = ⋃︀𝑥⋃︀�
������� �������������� ��������� �� ������

⋃︀∐︀𝑢, 𝑠𝑔𝑛(𝑢)̃︀⋃︀ ⩽ ∏︁𝑢∏︁
 ∏︁𝑠𝑔𝑛(𝑢)∏︁


��



������� �� ���� ����� �� ���������� �������� ����������

���

∏︁𝑢∏︁	 ⩽ ∏︁𝑢∏︁
 ∏︁𝑠𝑔𝑛(𝑢)∏︁

���� ���� 𝑠𝑔𝑛(𝑢) ��� � ���� ��� 𝑘 ������ ������ ����� �� ±	 ����� 𝑢 ∈ �𝑘� ��

���� ∏︁𝑠𝑔𝑛(𝑢)∏︁
 ⩽⌋︂𝑘

⇒ �� ��� ��� ����� ���� ∏︁𝑢∏︁	⌋︂
𝑘

⩽ ∏︁𝑢∏︁
 .

��� ��� ����� ���� 	��� ����� ���� ���� 𝑢 ∈ �𝑘 �� �� ������� �� 
�� ∏︁𝑢∏︁
 =(∑𝑛
𝑖=	(𝑢


𝑖 )	⇑
)� �� ∏︁𝑢∏︁∞ = ���
𝑖=	,
,⋯,𝑛

⋃︀𝑢𝑖⋃︀� ���� �� �� ������� ���� ���� �� 𝑘 �����

������ �� 𝑢 �� �� ����� ������ �� ∏︁𝑢∏︁∞�
⇒ �� ��� ��� ����� �����

∏︁𝑢∏︁
 ⩽⌋︂𝑘 ∏︁𝑢∏︁∞ .

�� ���� ��� �� ���� ������

∏︁𝑢∏︁	⌋︂
𝑘

⩽ ∏︁𝑢∏︁
 ⩽⌋︂𝑘 ∏︁𝑢∏︁∞ .

���� ���� �� ��� ����� 
�� �� ����� ������� �.�� ���� ������ ����� ��� ��

��������� �� �� ��� ������� � ��� ��� ����� �� ��� ������ 𝐴� 
� �� ������� ���� ���

������� �� � ��� ������� ��� ℎ ∈ 𝒩 (𝐴)
���� ���� ������� ���� 𝐴 �������� 𝑅𝐼𝑃 �� ����� 
𝑘 �� ��� ℎ ∈ R𝑛� ℎ ≠ �� ��

�� �� �� ������ �� {	,
,⋯, 𝑛} ���� ���� ⋃︀��⋃︀ ⩽ 𝑘� ���� �	 �� ��� ���� ��� ������

������ �� ��� 𝑘 ������ �� ℎ�𝑐
�
���� ��� ������� ����������� ��� � = ��∪�	� ����

∏︁ℎ�∏︁
 ⩽ 𝛼
∫︁ℎ�𝑐

�	
∫︁⌋︂

𝑘
+ 𝛽

⋃︀∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ̃︀⋃︀∏︁ℎ�∏︁

��



������� �� ���� ����� �� ���������� �������� ����������

�����

𝛼 = ⌋︂

𝛿
𝑘

	 − 𝛿
𝑘
, 𝛽 = 	

	 − 𝛿
𝑘
.


 ����� �� ����� ���� ������ �� ��������� ��� �������� ���������� �������

���� ���� ������� 𝑢, 𝑣 ��� ��������� �������� ���

∏︁𝑢∏︁
 + ∏︁𝑣∏︁
 ⩽⌋︂
 ∏︁𝑢 + 𝑣∏︁
 .

������ �� ���� �� ����� ��� 
 × 	 ������ 𝑤 = (︀∏︁𝑢∏︁
 , ∏︁𝑣∏︁
⌋︀𝑡 ∈ R
� �� �������

���� �.
 ���� 𝑘 = 
� �� ��� �����

∏︁𝑤∏︁	 ⩽⌋︂
 ∏︁𝑤∏︁
 .
���� ��� ������� (𝑎 + 𝑏)
 ⩽ 
(𝑎
 + 𝑏
) �� �����

∏︁𝑢∏︁
 + ∏︁𝑣∏︁
 ⩽⌋︂

⌉︂∏︁𝑢∏︁

 + ∏︁𝑣∏︁

. �����

���� 𝑢 �� 𝑣 ��� ���������� ∏︁𝑢∏︁

 + ∏︁𝑣∏︁

 = ∏︁𝑢 + 𝑣∏︁

�
���� ���� � ����� �� ��� ��� ������� �������

∏︁𝑢∏︁
 + ∏︁𝑣∏︁
 ⩽⌋︂
 ∏︁𝑢 + 𝑣∏︁
 .

���� ��� 
� � �������� ��� 𝑅𝐼𝑃 �� ����� 
𝑘 ��� ��� �� ���� �� ������� 𝑢�𝑣 ∈ �𝑘

���� ���	��� ��������

⋃︀∐︀𝐴𝑢,𝐴𝑣̃︀⋃︀ ⩽ 𝛿
𝑘 ∏︁𝑢∏︁
 ∏︁𝑣∏︁
 .

������ ������� 𝑢�𝑣 ∈ �𝑘 ���� ���	��� ������� �� ���� ∏︁𝑢∏︁
 = ∏︁𝑣∏︁
 = 	� ��������

𝑢�𝑣� ���� ���� 𝑢 ± 𝑣 ∈ �
𝑘 �� ∏︁𝑢 ± 𝑣∏︁

 = 
 ���� �� ����� ���	��� ��������� ���

���� ��� 𝑅𝐼𝑃

∏︁𝑢 ± 𝑣∏︁

 (	 − 𝛿
𝑘) ⩽ ∏︁𝐴𝑢 ±𝐴𝑣∏︁

 ⩽ ∏︁𝑢 ± 𝑣∏︁

 (	 + 𝛿
𝑘) .

��



������� �� ���� ����� �� ���������� �������� ����������

������ ���� ��� ������� �� � ������ �� ����� �� 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑥) = {𝑖 ∶ 𝑥𝑖 ≠ �}� ���������

���� �� ��������


(	 − 𝛿
𝑘) ⩽ ∏︁𝐴𝑢 ±𝐴𝑣∏︁

 ⩽ 
(	 + 𝛿
𝑘) .
����� ����

∏︁𝐴𝑢 +𝐴𝑣∏︁

 = ∐︀𝐴𝑢 +𝐴𝑣,𝐴𝑢 +𝐴𝑣̃︀ = ∐︀𝐴𝑢,𝐴𝑢̃︀ + ∐︀𝐴𝑢,𝐴𝑣̃︀ + ∐︀𝐴𝑣,𝐴𝑢̃︀ + ∐︀𝐴𝑣,𝐴𝑣̃︀�
�� ����

∏︁𝐴𝑢 −𝐴𝑣∏︁

 = ∐︀𝐴𝑢 −𝐴𝑣,𝐴𝑢 −𝐴𝑣̃︀ = ∐︀𝐴𝑢,𝐴𝑢̃︀ − ∐︀𝐴𝑢,𝐴𝑣̃︀ − ∐︀𝐴𝑣,𝐴𝑢̃︀ + ∐︀𝐴𝑣,𝐴𝑣̃︀�
�� �� ����

⋃︀∐︀𝐴𝑢,𝐴𝑣̃︀⋃︀ = 	
�
⋂︀∏︁𝐴𝑢 +𝐴𝑣∏︁

 − ∏︁𝐴𝑢 −𝐴𝑣∏︁

⋂︀ ⩽ 𝛿
𝑘 .

�� ��� �� ���� ���� ���� �� ∏︁𝑢�∏︁
 = ∏︁𝑣�∏︁
 = 	� �� ���� ��� � �𝑘 �� ���� ���	���

������� ���� �� �����

⋃︀∐︀𝐴𝑢�,𝐴𝑣�̃︀⋃︀ ⩽ 𝛿
𝑘 .

������� 𝑢, 𝑣 ∈ �𝑘� ��� ������ �� ���� ���	��� ������� �� ��� 𝑢� = 𝑢∏︁𝑢∏︁ , 𝑣� = 𝑣∏︁𝑣∏︁ �
�� ∏︁𝑢�∏︁ = ∏︁𝑣�∏︁ = 	 ���� ���	��� �������� ����

⋃︀∐︀𝐴𝑢�,𝐴𝑣�̃︀⋃︀ = ⋃︀∐︀𝐴𝑢,𝐴𝑣̃︀⋃︀∏︁𝑢∏︁ ∏︁𝑣∏︁ .

���� ��� ���������� �� ��� ������� �� �����

⋃︀∐︀𝐴𝑢,𝐴𝑣̃︀⋃︀ ⩽ 𝛿
𝑘 ∏︁𝑢∏︁
 ∏︁𝑣∏︁
 .

���� ���� ��� �� �� � ��������� ������ �� {	,
,⋯, 𝑛} ���� ���� ⋃︀��⋃︀ ⩽ 𝑘� ��� ��

������ 𝑢 ∈ R𝑛� ���� �	 �� ��� ���� ����������� �� ��� 
 ������� ������ �� 𝑢�𝑐
�
��

�������� ������� �
 �� ��� ���� ��� ����������� �� ��� ��� 𝑘 ������� ������� ��

�� �� ����

∑
𝑗⩾
 ∫︁𝑢�𝑗

∫︁


⩽ ∫︁𝑢�𝑐

�
∫︁
	⌋︂

𝑘
.

��



������� �� ���� ����� �� ���������� �������� ����������

������ ����� ������� ���� ��� 𝑗 ⩾ 
�

∫︁𝑢�𝑗
∫︁∞ ⩽ ∫︁𝑢�𝑗−	∫︁	

𝑘
. �����

�� ������ ������� ��� �𝑗 ���� 𝑢 �� ���� ��������� ��������� �� �����

∑
𝑗⩾
 ∫︁𝑢�𝑗

∫︁


⩽⌋︂𝑘∑

𝑗⩾
 ∫︁𝑢�𝑗
∫︁∞ ⩽ 	⌋︂

𝑘
∑
𝑗⩾	 ∫︁𝑢�𝑗

∫︁
	
= ∫︁𝑢�𝑐

�
∫︁
	⌋︂

𝑘
.

����� ��� ���� ��������� �� ������� �� ������� ���� �.
� �� ��� ����� ��

�������� ����� ���� ��� ���������� �.�� �� �𝑐
� = �	 ∪�
 ∪⋯ ∪�𝑛

��� �� ���� ��� ��� 
��� �� ���� �� ����� ���� �.��

���� ���� ������� ���� 𝐴 �������� 𝑅𝐼𝑃 �� ����� 
𝑘 �� ��� ℎ ∈ R𝑛� ℎ ≠ �� ��

�� �� �� ������ �� {	,
,⋯, 𝑛} ���� ���� ⋃︀��⋃︀ ⩽ 𝑘� ���� �	 �� ��� ���� ��� ������

������ �� ��� 𝑘 ������ �� ℎ�𝑐
�
���� ��� ������� ����������� ��� � = ��∪�	� ����

∏︁ℎ�∏︁
 ⩽ 𝛼
∫︁ℎ�𝑐

�
∫︁
	⌋︂

𝑘
+ 𝛽

⋃︀∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ̃︀⋃︀∏︁ℎ�∏︁

�����

𝛼 = ⌋︂

𝛿
𝑘

	 − 𝛿
𝑘
, 𝛽 = 	

	 − 𝛿
𝑘
.

������ ���� ℎ� ∈ �
𝑘 �� ��� ���� ���� 𝐴 �������� ��� 𝑅𝐼𝑃 �� ����� 
𝑘 �� �����

(	 − 𝛿
𝑘) ∏︁ℎ�∏︁

 ⩽ ∏︁𝐴ℎ�∏︁

 ,

���� ��� ����� ���� � ��� 𝑅𝐼𝑃 �

���� �𝑗 �� � ���� �.�� ��� ���� �� ������� ℎ� = ℎ−�𝑗⩾
ℎ�𝑗
= ℎ�� +ℎ�	 ��

�� �������� �� �� 𝐴ℎ� = 𝐴ℎ−∑𝑗⩾
𝐴ℎ�𝑗
� �� �� ����� ��� ����� ���� � ��� 𝑅𝐼𝑃 ���

(	 − 𝛿
𝑘) ∏︁ℎ�∏︁

 ⩽ ∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ�̃︀ = ∐︁𝐴ℎ�,𝐴ℎ −∑
𝑗⩾
𝐴ℎ�𝑗

̃︁ .

��



������� �� ���� ����� �� ���������� �������� ����������

��

(	 − 𝛿
𝑘) ∏︁ℎ�∏︁

 ⩽ ∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ̃︀ − ∐︁𝐴ℎ�,∑
𝑗⩾
𝐴ℎ�𝑗

̃︁ .
��� �� ���� ∐︁𝐴ℎ�,∑𝑗⩾
𝐴ℎ�𝑗

̃︁ ���� ���� �.� ���� �� ���� ���� ��� 𝑖 ≠
𝑗, ℎ�𝑖

, ℎ�𝑗
∈ �𝑘 �� ���� ���	��� ��������� ���� ���� ��� ����������

�	



������� �� ���� ����� �� ���������� �������� ����������

⋂︀∐︁𝐴ℎ�𝑖
,𝐴ℎ�𝑗

̃︁⋂︀ ⩽ 𝛿
𝑘 ∏︁ℎ�𝑖
∏︁
 ∫︁ℎ�𝑗

∫︁



���	��

��� �� 𝑖 ≠ 𝑗 � ���� ���� �.� ������� ∏︁ℎ��∏︁
 + ∏︁ℎ�	∏︁
 ⩽⌋︂
 ∏︁ℎ�∏︁
� ��� �����������

�� � ���	�� �� �����

⋁︀∐︁𝐴ℎ�,∑
𝑗⩾
𝐴ℎ�𝑗

̃︁⋁︀ = ⋁︀∑
𝑗⩾
 ∐︁𝐴ℎ�� ,𝐴ℎ�𝑗

̃︁ +∑
𝑗⩾
 ∐︁𝐴ℎ�	 ,𝐴ℎ�𝑗

̃︁⋁︀
⩽ ∑

𝑗⩾
 ⋂︀∐︁𝐴ℎ�� ,𝐴ℎ�𝑗
̃︁⋂︀ +∑

𝑗⩾
 ⋂︀∐︁𝐴ℎ�	 ,𝐴ℎ�𝑗
̃︁⋂︀

⩽ 𝛿
𝑘 ∏︁ℎ��∏︁
∑
𝑗⩾
 ∫︁ℎ�𝑗

∫︁


+ 𝛿
𝑘 ∏︁ℎ�	∏︁
∑

𝑗⩾
 ∫︁ℎ�𝑗
∫︁



= 𝛿
𝑘∑
𝑗⩾
 ∫︁ℎ�𝑗

∫︁


(∏︁ℎ��∏︁
 + ∏︁ℎ�	∏︁
)

⩽ ⌋︂

𝛿
𝑘 ∏︁ℎ�∏︁
∑

𝑗⩾
 ∫︁ℎ�𝑗
∫︁


.

���� ���� �.� ���� ������� ���

⋁︀∐︁𝐴ℎ�,∑
𝑗⩾
𝐴ℎ�𝑗

̃︁⋁︀ ⩽⌋︂
𝛿
𝑘 ∏︁ℎ�∏︁
 ∫︁ℎ�𝑐
�
∫︁
	⌋︂

𝑘
.

������� �� �����

(	 − 𝛿
𝑘) ∏︁ℎ�∏︁

 ⩽ ∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ̃︀ − ∐︁𝐴ℎ�,∑
𝑗⩾
𝐴ℎ�𝑗

̃︁ = ∐︁𝐴ℎ�,𝐴ℎ�̃︁ .

�� �����

(	 − 𝛿
𝑘) ∏︁ℎ�∏︁

 ⩽ ⋁︀∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ̃︀ − ∐︁𝐴ℎ�,∑
𝑗⩾
𝐴ℎ�𝑗

̃︁⋁︀
⩽ ⋃︀∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ̃︀⋃︀ + ⋁︀∐︁𝐴ℎ�,∑

𝑗⩾
𝐴ℎ�𝑗
̃︁⋁︀

⩽ ⋃︀∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ̃︀⋃︀ +⌋︂
𝛿
𝑘 ∏︁ℎ�∏︁
 ∫︁ℎ�𝑐
�
∫︁
	⌋︂

𝑘
.

��������� �� ������� �� (	 − 𝛿
𝑘) ∏︁ℎ�∏︁
 �� ��� ��� ������� ������ �� �������

∏︁ℎ�∏︁
 ⩽⌋︂
𝛿
𝑘
∫︁ℎ�𝑐

�
∫︁
	⌋︂

𝑘(	 − 𝛿
𝑘) +
⋃︀∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ̃︀⋃︀∏︁ℎ�∏︁
 (	 − 𝛿
𝑘) .

�




������� �� ���� ����� �� ���������� �������� ����������

���� ⌋︂

𝛿
𝑘

	 − 𝛿
𝑘
= 𝛼,

	

	 − 𝛿
𝑘
= 𝛽 .

����������

∏︁ℎ�∏︁
 ⩽ 𝛼
∫︁ℎ�𝑐

�
∫︁
	⌋︂

𝑘
+ 𝛽

⋃︀∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ̃︀⋃︀∏︁ℎ�∏︁
 .

������ ���� �� 𝛿
𝑘 < ⌋︂

 − 	 ��� 𝛼 < 	� ������� ��� ������ 𝑓(𝑥) = ⌋︂


𝑥
	−𝑥 �� ��������

��������� ���� 𝑓 ′(𝑥) = ⌋︂

(	−𝑥
) > � �� 𝑓(⌋︂
 − 	) = 	�

��� �� ���� ��� �� ��� �� ����� ������� �.�� ����� �� ����� �����

������� ��� ������� ���� ��� ������ 𝐴 �������� ��� 𝑅𝐼𝑃 �� ����� 
𝑘 ���� 𝛿
𝑘 <⌋︂

 − 	� ��� 𝐴 �������� ��� 𝑁𝑆𝑃 �� ����� 
𝑘 ���� �������

𝐶 = ⌋︂

𝛿
𝑘

	 − (	 +⌋︂
)𝛿
𝑘 .

������ �� ������� �� 
�� ���� ������ 𝐴 �������� ��� ��� ����� ��������� 𝑁𝑆𝑃

�� ����� 
𝑘� �� ����� ������ � ��������� ������ � ���� ���� ��� ��� ℎ ∈ 𝒩 (𝐴)�
∏︁ℎ�∏︁
 < 𝐶 ′ ∏︁ℎ�𝑐∏︁	⌋︂


𝑘
⩽ 𝐶

∏︁ℎ�𝑐∏︁	⌋︂
𝑘

����� ⋃︀�⋃︀ ⩽ 
𝑘 .

�� �� ������ �� ���� ∏︁ℎ�∏︁
 < 𝐶
∏︁ℎ�𝑐∏︁	⌋︂

𝑘
����� ��� ��� ���� ����� � �� ��� ����

��� ����������� �� ��� 
𝑘 ������� ������ �� ℎ � ��������� �� �� ��
� �� �� ��

��� ���� ��� ����������� �� ��� 𝑘 ������� ������ �� ℎ �� ����� ���� �.�� ���

���� 𝛽 ⋃︀∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ̃︀⋃︀∏︁ℎ�∏︁
 ���� �� ����� �� ���� ���� 𝐴ℎ = �� �� �� ��� �����

∏︁ℎ�∏︁
 ⩽ 𝛼
∫︁ℎ�𝑐

�
∫︁
	⌋︂

𝑘
.

��� �� ���� �.


∫︁ℎ�𝑐
�
∫︁
	
⩽⌋︂𝑘 ∫︁ℎ�𝑐

�
∫︁


.

��



������� �� ���� ����� �� ���������� �������� ����������

������� ���� � = �� ∪ �	 �� ���� 
���� ���� �� 𝑎𝑛𝑑 �	 ��� ���	��� ���� ⋃︀��⋃︀ =
⋃︀�	⋃︀ = 𝑘� ���� ���� �.
 �� �����

∫︁ℎ�𝑐
�
∫︁
	
= ∏︁ℎ�	∏︁	 + ∏︁ℎ�𝑐∏︁	 ⩽⌋︂𝑘 ∏︁ℎ�	∏︁
 + ∏︁ℎ�𝑐∏︁	 .

�� �� ������� ��

∏︁ℎ�∏︁
 ⩽ 𝛼( ∏︁ℎ�	∏︁
 + ∏︁ℎ�𝑐∏︁	⌋︂
𝑘

) .
���� ∏︁ℎ�	∏︁
 ⩽ ∏︁ℎ�∏︁
 �� ���� �

∏︁ℎ�∏︁
 − 𝛼 ∏︁ℎ�∏︁
 ⩽ 𝛼
∏︁ℎ�𝑐∏︁	⌋︂

𝑘⇒
(	 − 𝛼) ∏︁ℎ�∏︁
 ⩽ 𝛼

∏︁ℎ�𝑐∏︁	⌋︂
𝑘

.

�� ��������� 𝛿
𝑘 < ⌋︂

 − 	 �� �� 
�� ���� 𝛼 < 	 . ��������� �� �� ������ ��

(	 − 𝛼) > � ��������� ��� �������� �� ��� ��������� �� ��� ��� ������� �������

∏︁ℎ�∏︁
 ⩽ 𝛼

	 − 𝛼

∫︁ℎ�𝑐
�
∫︁
	⌋︂

𝑘
.

�� ��� ������� �� ������ �� �������

𝐶 = 𝛼

	 − 𝛼
= ⌋︂


𝛿
𝑘

	 − (	 +⌋︂
)𝛿
𝑘 .

�� ����� ������� �� ������ ���� ��� 𝑅𝐼𝑃 �� � ������� �������� ��� 𝑁𝑆𝑃 �


 ��� ������� �� ���� �������� � ���� �� �������� ���� ����� ��� ��� ���������� ��

��� ��� ��� ������������

��� ��������


 ���� ������� �� ����� �� ������ ���� �������� �� ������ ����� ���

������� ���������� �� � �������������� ������� �� ���� ������ ���� �� � ������

��



������� �� ���� ����� �� ���������� �������� ����������

�������� ��� 𝑅𝐼𝑃 �� ���� �������� ��� 𝑁𝑆𝑃 ��������� �� �� �� ������� ���� ���

𝑅𝐼𝑃 �� � ������� ������� ��� 𝑁𝑆𝑃 � ����� ���� ����� �� ���� � �� ���

������� �� ����� ������ ���������� � ��� �������� ��������

�



������� �

����� ������ ���������� ��

����� ��������

��	 
���������


 ��� �������� �������� �� ���� ������� ��� ���������� �� � ����� ������ �����

�� �� �� ��� ��	�� �������� � ��� ����� �� ����������� ������ ���� �����������

�� ������ ���� � ����� �� �� ���� �� ������������ ���������� � ������ ��� �����

������ ���� ������� 	� ���� ������ 
� ����
 �� �� �
� ����������� 
 ���� ������� ��

���� ������� ���� ��������� ������� ����� ������ ������� �� ��� ����� ������

���� ���� ���� ��� ���� ����������� ��� �� ���� ������ �������� ��� ��������

��������� ����� ���� ����� ����������� �� ���������� � ������

��



������� �� ����� ������ ���������� �� ����� ��������

��
 ����� ������ ����������

��� ���� �� ���� ��� ������� ���������� �� � ����� ������ 𝐴� �� ��� ��

�������� � ������ ����� �������� ����� ����������� 
� �� ������ ����� ���� � 𝑚 × 𝑛

��������� ������ 𝑉 ���� � ������� ������� ��� ���� ��
 �� �� ��� ����
��� ��

���� �� �� 𝑚 + 	� 	������ ��� ��� ����� �� ������ 𝑛 �� ������ ����� ��������

��� ������ ��������� ����� ��� �������� ��������� �
���


� ��� ��� ���� ���� � ����� ������ �� ���� 𝑚×𝑛 ����� ������ ��� ������

��� �� ���������� ����������� ���� �������� ������������ �������� ��� ����������

�� � ����� ������ �
�� 
�� 
�� ���� 
 ��� ���� �� ���� ������� �� � ����� �� ���

������� �� ��
� ��� ����� ������ ���� ������ �� ������� � ����� ������

����� �� ���� � ����� ����� ������ �� ���� � ������ �� ������ �������

���� ��� �������� � ��	� �� ���������� ��� ������

��� ������������ ��� ��������


 ���� ������ �� ��� ���� �� ���
 �� ��� ����� �� 𝑅𝐼𝑃 �������� ���� ������

���� �� ����� 
 ����������� ����� ��� ������� �� ��������� � ������������

������ �� �������� � ����� ������� �� � ������� �� � ������������� ��������

������ ���� ��� ������� �� ������� �������� �� ������ ��������������

�� �������� � ����� ������ � ����� ������ ����� ������ ��� ���������� ���

������� ����� � ������� �� �������� ������������ �������� ��� ������� ����������

�� ��� �������������� ������� 	������ ����� ����������� ��� ��� �������������

� ������ ����� ���� ����� ����������� ��� �� 	��� ��������� �� �����������

������� 𝑈𝑈𝑃 ��������� ��� ���� �� � 𝑈𝑈𝑃 �������

𝑈𝑈𝑃 ����� ��� ������ ��������� ��������� ����� ��� ������������ �� �������

������ ��������� �������� ����� ��� ��� 
������� ���� �� ��� ������ �� ��� ������

��



������� �� ����� ������ ���������� �� ����� ��������

����������� �� �� ��� ������ ���������� ������ ��� ���� ��������� �� ��������

����������

���� �������� ���� ����� ���� ��� �������� ���������� �� ��������� �������� ��
�

���������� ������������ �� ��� �� �� �������� ��� ������� �� ������ �������� 𝑈𝑈𝑃

�������� ��� ���� �� ������� �������������� ������ ������� ��� �������������

������� �� ���� ��� ���� ���� �� ���������� ����� �������������� �������� 	���

����� ����� �� � ���� ��������� 
�� �� ���� �� � ���� ������ �� 𝑈𝑈𝑃 �� ���

�� ������� ������ ��� ���������� �� ��� ����� �� 𝑈𝑈𝑃 �������� ������� ����

�������� ����� ��� ������� ���� �� �� ����� ����������� ������ ������ ���� ���

����������� �� ���������� ����� ��� ��� ���� ���������� ��� ���� ����� ����

������ ���� �� ������������� �� ���� ��������� �� ���
 ��� � ������������ ��� �����

�� ���� �� � ��������� ���� ��������� �� �������� ���� ����� �� ���������

��� ���� �� ���������� ��������� ������� �� 𝑎	, 𝑎
, 𝑎�,⋯, 𝑎𝑛 �� ��� 𝑚 −
𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 ������ �� 𝐴 ����� �� � 𝑚×𝑛 ������� ���� � ������ �� ������ �������

��� �� ����� ����� ������� ��� ���������� ����� ���� ���� ���� ��� �����

∏︁𝑎𝑗∏︁
 = 	 �� ∐︀𝑎𝑖, 𝑎𝑗̃︀ = � ������� 𝑖 ≠ 𝑗 ����� �������� 𝑚 ⩾ 𝑛�� �� �� ��� ����������

�� ���������� �������� �� ����������� �������� 
� �� ���
 �� ��� ����� ��������

����� �� � 𝑛 − 𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 ������ (𝑏	, 𝑏
,⋯, 𝑏𝑛)� �� � ���������� ������ 𝐴�

�������� �� ����������� �� ���� �����

⨄︁ 𝑛∑
𝑗=	 𝑏𝑗𝑎𝑗⨄︁


 = 𝑛∑
𝑗=	 ⋃︀𝑏𝑗 ⋃︀
 . ���	�

��� ����� ������� �� ����� ��� ��� ������� ��� �� ��� ��� ���� �������

𝑏	, 𝑏
,⋯, 𝑏𝑛� ���� (𝑏	, 𝑏
,⋯, 𝑏𝑛) → ∑𝑛
𝑗=	 𝑏𝑗𝑎𝑗 �� � �������� �� �� �� �� ��������

����� ���� �� �� ���� 𝑐 = ∑𝑛
𝑗=	 𝑏𝑗𝑎𝑗 ��� ������� ��������� 𝑏	, 𝑏
,⋯, 𝑏𝑛 �� ��

������� ���������� �� ����� � ����� ������ � 𝑐 ���� �� ����� ���� ����������� �

𝑏	, 𝑏
,⋯, 𝑏𝑛� �� ��������� ��� ���� ��� ������� ��������� �� �� ��������� ����������

��



������� �� ����� ������ ���������� �� ����� ��������

���

𝑏𝑗 = ∐︀𝑐, 𝑎𝑗̃︀ .

 ���������� ����� �� ���� �� ��
�  �� ����� �� �������� �������� �� ���

������ ���� ℎ𝑖𝑔ℎ−𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 ������ �������� �� � �� ����� �� �������� ��� �������

����� ����� ������� ��� ������� ���� � �� ����� �������� � ����� ������� ����� �����

�� ���� � ���������� ��������� ������ ������ �� ��� ����� �� ������ �� ���� ���

��� ����� �� ��� ����� ����� �� ���� �� ���� 𝑚 ≪ 𝑛� ���������� � ����� �� ����

���� � ������� ���� �������� ���� 𝑛 ⩽𝑚 ��������� �� ���� ���� ��� ��� ������ ��

����� ���� ��� ����� ��������� �� ��������� �� ���� ���� � ��������� �������

��� ��� ����� ����������

𝑏	𝑎	 +⋯ + 𝑏𝑛𝑎𝑛 = � .

�� �� ��� ��� ���� (𝑏	,⋯, 𝑏𝑛) ≠ (�,⋯,�) ����� ���� �� ����� ���� �.	� �� ��

��
� ���� ������� ���
�� �� � ����� ����� ����������� ������� ���� �� ����

������������� ������ �� ������� �� �� ���� �� 𝑎𝑙𝑚𝑜𝑠𝑡 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦 ��������

�.�
𝑛∑
𝑗=	 ⋃︀𝑎𝑗 ⋃︀
 ⩽ ⨄︁

𝑛∑
𝑗=	 𝑏𝑗𝑎𝑗⨄︁


 ⩽ 	.	
𝑛∑
𝑗=	 ⋃︀𝑎𝑗 ⋃︀
 .

��������� ����� ��� ����� �� �������� �� ��� �� ���
 ��� ���� ������ ������ 
���

�� ���� ��� ������� ��� �� 	�	 ��� �� ���������� ��������� ��� �� ����� ���� ��

������ ��� ������� 𝑛 ⩽𝑚� 
� ���� ��� ���� ��� �� �� 𝑘 <𝑚 �� �������� ������

���� �� �� ��� ��� ������ 𝐴 �� � ����� ������ ��� ��� �� ������� (𝑎	, 𝑎
,⋯, 𝑎𝑛)
�� � 𝑈𝑈𝑃 ������ ���� �������� 𝑘 �� �� ���� ��� ������ ������������ ������� ���

�� ���� �� ��������� (𝑏	, 𝑏
,⋯, 𝑏𝑛) ������� �� ���� 𝑘 �� ���� ��� ������� ����

���� ��� ������� ��� �� 	�	 ���� ������ ����� � ���� ���� 
 ��������� �� ��

��� �� �� ������� �� ���� ��� 𝑘 ������� �� � ����� ��� ��� �� ������� 𝑎	, 𝑎
,⋯, 𝑎𝑛

���� �� ������ ��� ���� �� � ��� �� ��������� ��������� �������� ������ ��������

����� ������� ���� ��� �� �� ��� ���� �� 𝑅𝐼𝑃 �������� ����� �� ������ �� �

������ �������� 𝑅𝐼𝑃 ��� �� ���� ������� ��� ��� ����� ��������� �� ������ �� �

��



������� �� ����� ������ ���������� �� ����� ��������

������� �.�� ��� ������������ ���������� �� 𝑈𝑈𝑃 �������� �� ����� � ��� �����

��� ��� ��
�� �������� �� ��� �������� �� �� ������ ������ ��� 𝑎	, 𝑎
,⋯, 𝑎𝑛

������� ��� ������ ���� ����� ��������� ������� �������� ������� ����

��� ���� ��������������� ������ �� ����� �� ����� ������� ��� ������ ���������

���� ���� ������������ (︀�
⌋︀

��� ����� �������� ��� ℓ	 ����������

����� �� ����� � ���� ������� �� ���������� �� ������� � ����� 𝑥 ���� � ����������

����� �� ������������ �� ���� ���� ��������� � ������ ���� �������� �� ���

������� �� ��������� � ������ ������ ������ ���� �� ���� � ������� �� �� �����

������������ ����� 𝑥 �� 𝑦 �� ��� ����� ������� �� ��� ����� ������ � �� �

����� ����� 𝐴𝑥 = 𝑦� 
� �� ������ �� ������� �� ������� 𝑥 �� ������ ��� ��������

����������� ��������

�𝑥 = ��� ��
𝑧

∏︁𝑧∏︁� 𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 𝑧 ∈ 𝐵(𝑦). ���
�

����� 𝐵(𝑦) ������ ���� �𝑥 �� �������� ���� ��� ���������� 𝑦� ��� ������

� ��� ���� �� ����� ��������� ����������� �� �� ��� 𝐵(𝑦) = {𝑧 ∶ 𝐴𝑧 = 𝑦}� ���

��� ����������� ���� ��� ���������� ���� � ����� ����� �� ������ ����

�� ������ ������ ������� 𝐵(𝑦) = {𝑧 ∶ ∏︁𝐴𝑧 − 𝑦∏︁
 ⩽ 𝜖}�
������ ���� � ���
� �� �� ������� ���� ��� ������� ����� 𝑥 �� ������� �� ��� ��

�������� ���� ������� �� �������� ���� ��������� �� �� ������� ∏︁.∏︁� �� ��� �����

������������ ∏︁.∏︁	����� ��� ������� ���� ��

�𝑥 = ��� ��
𝑧

∏︁𝑧∏︁	 𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 𝑧 ∈ 𝐵(𝑦). �����

�������� ���� 𝐵(𝑦) �� ����� ����� �� ��������� ����� �� �� ����� ���� �������� ���
�

���� ����� ��������� � ���������� ������� ��� � ��������� ��� �� ��� �� ��

�



������� �� ����� ������ ���������� �� ����� ��������

������� ���� ��� ������� �� ����� ���� �� ������� �� ��� ������� �� ���
� � 	������

����� ��� �������� ������ �� ������ ���� ��� ��� �� ℓ	 ���������� ���� �������

�������� ��� �����

������ �.	 ����� ���� ��� ������� �� ℓ	 ���������� ������� �� ������� ��� ����

�� ��� ������� �� ��� ℓ𝑝 ���������� ��� �� 𝑝 < 	�

�𝑥 = ��� ��
𝑧

∏︁𝑧∏︁𝑝 𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 𝑧 ∈ 𝐵(𝑦).
���� ��� 𝑝 < 	 ��� ℓ𝑝 ���� �� �� � ���� ������� �� ���� �� ������� ��� �������

��������� �� ���� ��� ��� ���� �� �� ������

��� �������� ����� ����������� � ����� ���� ��� ℓ	 ���������� ���������

��������� �� ����� ��� ������� ���� ��� ����� ������ ��������� �
��

���� ��	� ������� ���� ��� ������ 𝐴 �������� ��� �
� �� ����� 
𝑘 ���� 𝛿
𝑘 <⌋︂
−	
��� 𝑥, �𝑥 ∈ R𝑛 �� ����� �� ���� ℎ = �𝑥−𝑥� �� �� ����� ��� ���� ��� �����������

�� ��� 𝑘 ������ �� 𝑥 ���� ������� �������� �� �	 ��� ���� ��� ����������� ��

��� 𝑘 ������ �� �𝑐
� ���� ������� ��������� ��� � = �� ∪�	� 
� ∏︁�𝑥∏︁	 ⩽ ∏︁𝑥∏︁	� ���

∏︁ℎ∏︁
 ⩽ 𝐶�
𝜎𝑘(𝑥)	⌋︂

𝑘
+𝐶	

∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ̃︀∏︁ℎ�∏︁
 .

�����

𝐶� = 

	 − (	 −⌋︂
)𝛿
𝑘
	 − (	 +⌋︂
)𝛿
𝑘 ,𝐶	 = 


	 − (	 +⌋︂
)𝛿
𝑘 .

X

X

A

P=1

X

X

A

P=2

X

X

A

P=

X

X

A

P=

8 1
2

������ ��	� ����������� �� ��� ������ ������� �� ℓ	 ���������� ������� �
��

	



������� �� ����� ������ ���������� �� ����� ��������

������ 𝜎𝑘(𝑥)	 = ��
�𝑥∈�𝑘

∏︁𝑥 − �𝑥∏︁	 .

������ ���� ����� ���� ������ ���� ℎ = ℎ� + ℎ�𝑐 �� ���� ��� ������� ��������� ��

����

∏︁ℎ∏︁
 ⩽ ∏︁ℎ�∏︁
 + ∏︁ℎ�𝑐∏︁
 . �����

����� ���� ���� �.� �� ���� ∏︁ℎ�𝑐∏︁
∏︁ℎ�𝑐∏︁
 = ⨄︁∑

𝑗⩾
ℎ�𝑗
⨄︁



⩽∑
𝑗⩾
 ∫︁ℎ�𝑗

∫︁


⩽ ∫︁ℎ�𝑐

�
∫︁
	⌋︂

𝑘
. ����

����� �𝑗 ��� ����� �� � ���� �.�� �� �	 ��� ��� ���� ����������� �� ���

��� 
 ������� ������ �� ℎ�𝑐
�
� �
 �� ��� ���� ��� ����������� �� ��� ��� 𝑘 �������

������� �� �� �� �� �� ���� �� ���� ∫︁ℎ�𝑐
�
∫︁� ���� ∏︁𝑥∏︁	 ⩾ ∏︁�𝑥∏︁	� �� �𝑥 = 𝑥 + ℎ�

������� ������� ��������� �� �����

∏︁𝑥∏︁	 ⩾ ∏︁𝑥 + ℎ∏︁	 = ∏︁𝑥�� + ℎ��∏︁	 + ∫︁𝑥�𝑐
�
+ ℎ�𝑐

�
∫︁
	

⩾ ∏︁𝑥��∏︁	 − ∏︁ℎ��∏︁	 + ∫︁ℎ�𝑐
�
∫︁
	
− ∫︁𝑥�𝑐

�
∫︁
	
.

��������� �� ������� ������� ��������� �� �����

∫︁ℎ�𝑐
�
∫︁
	

⩽ ∏︁𝑥∏︁	 − ∏︁𝑥��∏︁	 + ∏︁ℎ��∏︁	 + ∫︁𝑥�𝑐
�
∫︁
	

⩽ ∏︁𝑥 − 𝑥��∏︁	 + ∏︁ℎ��∏︁	 + ∫︁𝑥�𝑐
�
∫︁
	
.

�������� ���� 𝜎𝑘(𝑥)	 = ∫︁𝑥�𝑐
�
∫︁
	
= ∏︁𝑥 − 𝑥��∏︁	�

∫︁ℎ�𝑐
�
∫︁
	
⩽ ∏︁ℎ��∏︁	 + 
𝜎𝑘(𝑥)	. �����

������� ���� ���� �� �����

∏︁ℎ�𝑐∏︁
 ⩽ ∏︁ℎ��∏︁	 + 
𝜎𝑘(𝑥)	⌋︂
𝑘

⩽ ∏︁ℎ��∏︁
 + 

𝜎𝑘(𝑥)	⌋︂

𝑘
.






������� �� ����� ������ ���������� �� ����� ��������

����� ��� ���� ��������� ����� ���� ���� �.
� �� ���� �������� ���� ∏︁ℎ��∏︁
 ⩽∏︁ℎ�∏︁
� ���� ������ ���� ����� �������

∏︁ℎ∏︁
 ⩽ 
 ∏︁ℎ�∏︁
 + 

𝜎𝑘(𝑥)	⌋︂

𝑘
. �����

�



������� �� ����� ������ ���������� �� ����� ��������

��� �� ��������� � ���� ��� ∏︁ℎ�∏︁
� �� ��� � ��������� �� ���� �.�� �����

�� ���� �.
 �� ������

∏︁ℎ�∏︁
 ⩽ 𝛼
∫︁ℎ�𝑐

�
∫︁
	⌋︂

𝑘
+ 𝛽

⋃︀∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ̃︀⋃︀∏︁ℎ�∏︁

⩽ 𝛼

∏︁ℎ��∏︁	 + 
𝜎𝑘(𝑥)	⌋︂
𝑘

+ 𝛽
⋃︀∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ̃︀⋃︀∏︁ℎ�∏︁


⩽ 𝛼 ∏︁ℎ��∏︁
 + 
𝛼
𝜎𝑘(𝑥)	⌋︂

𝑘
+ 𝛽

⋃︀∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ̃︀⋃︀∏︁ℎ�∏︁
 .

���� ∏︁ℎ��∏︁
 ⩽ ∏︁ℎ�∏︁
 ,
���

(	 − 𝛼) ∏︁ℎ�∏︁
 ⩽ 
𝛼
𝜎𝑘(𝑥)	⌋︂

𝑘
+ 𝛽

⋃︀∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ̃︀⋃︀∏︁ℎ�∏︁
 .

�� ������� ���� 𝛿
𝑘 <⌋︂
−	 �� ������ ���� 𝛼 < 	� ������� �� (	−𝛼) �� ����

����� ������� ��

∏︁ℎ∏︁
 ⩽ 
 ∏︁ℎ�∏︁
 + 

𝜎𝑘(𝑥)	⌋︂

𝑘
⩽ 
(	 − 𝛼)(
𝛼𝜎𝑘(𝑥)	⌋︂

𝑘
+ 
𝛽

⋃︀∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ̃︀⋃︀∏︁ℎ�∏︁
 ) + 
𝜎𝑘(𝑥)	⌋︂
𝑘

∏︁ℎ∏︁
 ⩽ ( �𝛼

	 − 𝛼
+ 
)𝜎𝑘(𝑥)	⌋︂

𝑘
+ ( �𝛽

	 − 𝛼
)⋃︀∐︀𝐴ℎ�,𝐴ℎ̃︀⋃︀∏︁ℎ�∏︁
 .

�����

𝛼 = ⌋︂

𝛿
𝑘

	 − 𝛿
𝑘
, 𝛽 = 	

	 − 𝛿
𝑘
.

�� ����� ������� 𝛼 �� 𝛽 �� ��� ����

𝐶� = 

	 − (	 −⌋︂
)𝛿
𝑘
	 − (	 +⌋︂
)𝛿
𝑘 ,𝐶	 = �

	 − (	 +⌋︂
)𝛿
𝑘

�



������� 

ℓ	������ ���������� ���������


 ������� 
 �� ������ ���� �������� ����� ������ ���������� �� � �������

� �� �������� ���� �� ������� � ����� ������ �� �� ����� �� ������� � �����

����� ������� ����� �� �������������� ���� �� ��������


 ���� �������� �� � ����� �� ��� ������� �� ��� ��� ℓ	������ ��������� ����

���� ������� ������������ ������� (︀��⌋︀ �� ����� ��� ����������� ����� ����� �

����� ����������� ��	�� ���� � ��� �� ������ ������� ������� ����� ��� �������� �

��	�� �� �� ����������� ���� �� ��� �� 𝑘 ≤ 𝑚� ��� ������� ������������ �������

�� ������������ ���������� ������ ������� ���� ��� ������� ���� � ����� �������

�������

��� ��������� 	 �������� ����� �� ����� � ��� �������� ��������� ���������

�� ����� �� ������� ��	� �� ��� �������������� ������ ���� �� ����� � �

���� �� �������� �� �������	������� ����� 
 ���� ���	��� �� ���� ������� ��� ����

�� ������ �� ���������� � ������ ������ ������ �� � ������ ����� �� ���������

�������� � ��	� ���� ��� ������� ������ ���� ���� �������� � ����� ������

������ �� � ����� ������� ������ �� ���� � ������� ��





������� � ℓ	������ ���������� ���������

��������� 	 ������� � ������ ����� �� ���������� ���� ℓ	������ ���������

��������� ℓ	������
�����������������������

	� � ← � ▷ ����� �� �����


� � ← � ▷ ����� �� �����

��  ← 𝑤 × 𝑙 ▷ ��� ����� �� ��� ����� ���� �� �� ������

�� 
 ← 	�� ▷ ����� �� ������ ������

� � ← �� ▷ ����� �� �����������

�� ����� ← (︀𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚⌋︀𝑘×	 ▷ ������� ������ ������� 
 ����� �����

�� � ← ����� ������ ����� ���� ���
� ������ ����� ������

��

�� ���� ��� ▷ ������� ������� �����

	��

		� 𝐴← (︀𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚⌋︀𝑚×𝑛 ▷ ��� ������� ������

	
�

	�� ���� ��� ▷ ������� �������� ����� �

	��

	� 𝑦 ← 𝐴 × 𝑥 ▷ ������ ������ � ���� ������� ������ �

	�� 𝑥� ← 𝐴𝑇 × 𝑦 ▷ ������ ����� ��� ��� ��������� �����

	�� 𝑥𝑝 ← 𝑙	𝑒𝑞 𝑝𝑑(𝑥�,𝐴, 𝑦) ▷ ���� ℓ	������ ������������ ���������

	��

	�� ���� �𝑥𝑝� ▷ ������� ������������ �����


��

	�� 𝑥𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 ← 𝑥 − 𝑥𝑝 ▷ ��� ����� �����


	�



� ���� �𝑥𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟� ▷ ������� ��� ����� �����


��

�� ���� ����������� ��� ������ �������� ���� ��� ����� ��������� � ���� �	

���� ��� ����� � ��� ��� ����� �� ��� ������� ����� �� � ������ �� 
�� ��������

��������� ��� ���������� ���� �� � � × � ������ ��� 
���� �� ������ �� ���

	�� �� ��� ������ ��� �� ����� ����� ��� ������� �������� � × � ������������

����������� ����� ������� �� ��� ����� � ��������� �� �� ����� � ��� ���� ��

��� �� ������������ ��� ����� � ���� �	 ��� ����� ��� �������� ����� �����

�� ��� ����������� �� ��� ������� ������ �� ��� ������� ������

�



������� � ℓ	������ ���������� ���������

b)

a)

c)

d)

m

������ �	� ����������� �� ����� �� ������� �� � ������ ����� ������ ����
ℓ	 ����� �����

�



������� � ℓ	������ ���������� ���������

������ �	 ��� ����� ��� ������ �� ��� ����������� ����� ������������ �� ���

������ ��� ������������ ����� �� ���� � ���� �	 ���� �� �� ��� ���� ��� �����

����� �� ������� ��� 
 × 	�−� �� ��������� ���� ��� �������� �� ��� ������ ���

������ ��� ��� ������ �� �������� ������� ��� ��� ������� ������ �� �� ���� ����

��� �� ������������

������ �
 ��� �� ��� ����� ��� ����� ���� �� ��� ������ ���� � ���� �	

��� �� ��� ������������� ��� ����������� �� ��� ������ ���� � ���� �	 �� �

����� �� ����� � �������� � ������ �� 
�� ������� �� � � × � ������� ��

����� �������� ����� ���� ��� ������������ ����� �� ���� �
 ��� �� ��� ���� ��

��� ������� ������ ���� �
 ���� ���� � ����������

b)a)

������ �
� ��� ������� ����� ����� ���� �� ��� ���� �� ℓ	 ����� �����������
����� ������ ���� ��� �� ��� ����� ����� ������������ ���

�



������� �

���������


 ���� ������ �� ���� ������� ����������� ����� � � �� ����� ����������

������ ����� ���������� ������� ��� ����� �� ����������� ����� ��� � ����

�� ����� �� ������ �� ������������ � ���� ������ ��� ����������� ����� �����

��������� ��� �����
�� ������������ �������� ������ �� �������� ��� �����

�� ������ ����������� ������� ����� �� ��� ����� ��� ����� �� �����������

�������� ��� ����������� �� � ����� ������ �� � ����������� �� �������� ���

������� �������� � ����� �� ������ ��� ������� �� ��� ���� ����� �� ������

������������ 
 ���� ���
 �� ���� �������� ��� ���� �������� ���������� �� � �����

������ ���� �������� �������� �� ��� ����� �� ����������� �������� ��� � ��������

������������� ��� �� ���� ������� ���� ��� ����� ������ ����������� 	� ����

������ 
� ����
 �� �� �
�� �� �� �������� ���� � ����� ����� ������� ��

����� �� �������� � ����� ������ ����� �� �������� ��� ℓ	 ����� ���������

����� �� � ��� �� ������ ������� ����� ��� ����������� ����� ������������� ��

������� ��� ������ ����� ���� ����� ������������

�



������� �

����������� ��� ���
�

����������� ��� ���
�

������ �� ������� � ��� ������� �� 𝜎𝑘(𝑥)𝑝�
𝜎𝑘(𝑥)𝑝 =∶ ��

�𝑥∈�𝑘

∏︁𝑥 − �𝑥∏︁𝑝
�� ��� �� 	������ ���� ����� �� ������� �� ���� ��� ������� ������� ���� �� ���

�� ���� ����� �� � �𝑥� ∈ �𝑘 ���� ����

∏︁𝑥 − �𝑥�∏︁𝑝 = 𝜎𝑘(𝑥)𝑝

� ��� �� �� ������� �� �� ���

�� ������� �� ������ ����� ������ � ������� �𝑥𝑗 ∈ �𝑘 ���� ����

���
𝑗→∞ ∏︁𝑥 − �𝑥𝑗∏︁𝑝 = 𝜎𝑘(𝑥)𝑝

�� ��������� �������� ����� �� � ���������� { �𝑥𝑗 𝑖}∞𝑖=	 ���� ���� ��� �� ���� 


������ ����� ��� ���� �𝑥𝑗 𝑖 ��� � ��� ���� ������� ��� ��� 𝑖 ⩾ 	� ������ ���� �����

��� ������ ��� �������� �������� ��� 
 ����� ������ ����� ��� ������� ��� � R𝑛

����� ��� (𝑛𝑘) ���� ��������� ����� ����� �� � ���� ������ ��������� �� �� �����

��



������� �� ����������� ��� ���
�

����� �� ������� ��� �𝑥𝑗 𝑖� �������� �� ��� ��� ��� ������ �� ���� ��������� ����

���� ���� ���� ������� ��� �������

�� ������ ������� ���� �� ��������� ���� ��� ������ ������� �𝑥𝑗� ��� ��� ��������

��������� ����� �� � ��� 𝑆 ⊆ {	,
,⋯, 𝑛} ���� ⋃︀𝑆⋃︀ = 𝑘� ���� ���� ��� ℓ𝑡ℎ ������� �� �𝑥𝑗

��� ��� 	� �� ���� �� ℓ ∈ 𝑆𝑐� 
 ����� ������

�𝑥𝑗 = (𝑥𝑗
	, 𝑥

𝑗

,⋯, 𝑥𝑗

𝑛), 𝑥𝑗
ℓ = � �� ℓ ∈ 𝑆𝑐 ∀𝑗.

�� ������ �� � ���������� �� �� ����� ��������� ���� ���� ���� �� �� ����

���� ���������� � R �� R𝑛� ����� ���� ������� ���� � R ��� ������ ��

������ ����� ��� �� ��� �� �� ����� ���� ��� ������� {𝑥𝑗
𝑖}∞𝑖=	� ��� ���� ���� � ��

� ������ �������� ��� ∀𝑗 = 	,
,�, ..., ⋂︀𝑥𝑗
𝑖 ⋂︀ ⩽ 𝑀𝑖, 𝑎𝑛𝑑 𝑓𝑜𝑟 𝑒𝑎𝑐ℎ 𝑖 =,	,
,� �������

��� ��� ������� {𝑥𝑗
𝑖}∞𝑖=	 ���� �� ������� � ��� ������� ������� (︀−𝑀𝑖,𝑀𝑖⌋︀� ��

�� 
�� ���� ����������� ����� ������� � � ������� ����� ��� � �������� ����

������� ���� �������� �� ���� ���� � ��� ������

��� ���� ���� ��� ���������� {𝑥𝑗
𝑖}∞𝑗=	 ��� ���� ���� � �� ������ ���� �� �� �������

� � ������ ������� (︀𝑎𝑖, 𝑏𝑖⌋︀� ����� ���� ��� 
������� ���� 𝜎𝑘(𝑥)𝑝 = ���𝑗→∞ ∏︁𝑥 − �𝑥𝑗∏︁𝑝
�� ����� ����� ������� ��������� �� ∏︁𝑥 − �𝑥𝑗∏︁𝑝�∏︁𝑥∏︁𝑝 − ∏︁�𝑥∏︁𝑝 ⩽ ∏︁𝑥 − �𝑥𝑗∏︁𝑝 = 𝑝

⌉︂(𝑥	 − 𝑥𝑗
	)𝑝 +⋯(𝑥𝑛 − 𝑥𝑗

𝑛)𝑝 ⩽𝑀

�� ���� ⋂︀𝑥𝑗
𝑖 − 𝑥𝑖⋂︀ ⩽𝑀 ⇒ ⋂︀𝑥𝑗

𝑖 ⋂︀ − ⋃︀𝑥𝑖⋃︀ ⩽𝑀

⇒ ⋂︀𝑥𝑗
𝑖 ⋂︀ ⩽𝑀 + ⋃︀𝑥𝑖⋃︀ =∶𝑀𝑖 ∀𝑗 ⩾ 	

�� ��� ���� � ����� �� � ���������� �� {𝑥𝑗
𝑖}∞𝑗=	 �������� � (︀−𝑀𝑖,𝑀𝑖⌋︀ ��� �� ���

� ���������� �� ���� ��� ��� �� {𝑥𝑗𝑘
𝑖 }∞𝑖=	 ��������� �� 
�� ���� �� 𝑖 ∈ 𝑆𝑐 ��� 𝑥𝑗𝑘

𝑖 = �

��� ��� 
� �� �� ��� �� ��
� ���� �� ����� ����� ���� 𝑖 ∈ 𝑆 � �� �� ����� ��� �������

�� 𝑆 = {ℓ	, ℓ
,⋯, ℓ𝑘} ����� ℓ	 < ℓ
 < ⋯ < ℓ𝐾 � �� ���� ������ � ���������� �� ��� ����

������ ������ ���� ���� ���𝑥→∞ 𝑥𝑗𝑘
ℓ	
= 𝑥�

ℓ	
��� ���� ��� ���� ��  ��� ��������

������� �� ������� ��� ������� {�𝑥𝑗}� ���� ������ � ���������� {�𝑥𝑗} ���� ����

{𝑥𝑗𝑘
ℓ

}∞𝑘=	 �������� �� 𝑥�

ℓ

� ������ ���� ��� ���� �� ���������� ����� ���𝑥→∞ 𝑥𝑗𝑘

ℓ	
= 𝑥�

ℓ	
�

���� ��� ���������� ����� �� ������ 
 ������ �� ��� �� �� ���� ���� ��������

�	



������� �� ����������� ��� ���
�

��� ���� ���� � ���������� {�𝑥𝑗𝑘}∞𝑘=	 �� ��� ������� ������� {�𝑥𝑗} ���� ��� ��������

���� ���𝑥→∞ 𝑥𝑗𝑘
𝑖 = 𝑥�

𝑖 � ��� ���� 𝑖 = 	,
..., 𝑛� �� �𝑥� = (𝑥�
	, 𝑥

�

,⋯, 𝑥�

𝑛)� �� �� 
�� ���

ℓ ∈ 𝑆𝑐, 𝑥�
ℓ = ��

������� ���� �� ��������� �� �� ������ �� ���������� ���� ��� ������� �������

{�𝑥𝑗} ��� ��� �������� ���� ���𝑥→∞ 𝑥𝑗
𝑖 = 𝑥�

𝑖 � �� ���������� �𝑥𝑗 → �𝑥�� ����� ��� ���

������� �� � R𝑛 ���� �� ℓ𝑝 ��� ���� �� �� 𝑗 →∞�

∏︁�𝑥𝑗 − �𝑥�∏︁𝑝 → �

��

∏︁𝑥 − �𝑥�∏︁𝑝 = ���
𝑗→∞ ∏︁𝑥 − �𝑥𝑗∏︁𝑝 = 𝜎𝑘(𝑥)𝑝

��� ������ ������ �� ���� ��� ���� 
������� ������� ����� ���� ����� � ����

������ �� ���� ���������

�𝑥	 = ( 𝑥	
	 � � 𝑥	

� 𝑥	
 � � ⋯ 𝑥	

ℓ � � � � � )
�𝑥
 = ( 𝑥


	 � � 𝑥

� 𝑥


 � � ⋯ 𝑥

ℓ � � � � � )

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
�𝑥𝑗 = ( 𝑥𝑗

	 � � 𝑥𝑗
� 𝑥𝑗

 � � ⋯ 𝑥𝑗
ℓ � � � � � )

↓ ↓ ↓ ↓ ↓
�𝑥� = ( 𝑥�

	 � � 𝑥�
� 𝑥�

 � � ⋯ 𝑥�
ℓ � � � � � )

	��� � ���� ������� ��� ��� 𝑆 = {	,�,, ..., ℓ}� ��� �� ���������� �� ��������� ��

��� � �������� ���������� ���� ���� ����� �� �� ���� �� �� �� ���� � ������

����� �� ��� ������� �𝑥��

�




������� �

����� �� ���� ��	

���� ��	� �� 𝑘 < 𝑛⇑
 �� ����� ��� ����� ������ � ��� 𝑋 ⊂ �𝑘 ���� ���� ���

�� 𝑥 ∈𝑋 �� ���� ∏︁𝑥∏︁
 ⩽⌋︂𝑘 �� ��� �� 𝑥, 𝑧 ∈𝑋 ���� 𝑥 ≠ 𝑧

∏︁𝑥 − 𝑧∏︁
 ⩾⌈︂𝑘⇑

��

��� ⋃︀𝑋 ⋃︀ ⩾ 𝑘



���(𝑛

𝑘
)

������ ������� ��� ��� 𝑈 = {𝑥 ∈ {�,+	,−	}𝑛 ∶ ∏︁𝑥∏︁� = 𝑘} �� �� ���������� ∏︁𝑥∏︁

 = 𝑘

��� ��� 𝑥 ∈ 𝑈 � ��������� �� �� �������� � �� ���� ������� � � �� ��� ���� ��

���� ∏︁𝑥∏︁
 = ⌋︂𝑘� ���� ����� ���� ⋃︀𝑈 ⋃︀ = (𝑛𝑘)
𝑘� �� ������ ������� ��� ������� ��

��� ������� �� 𝑛 �� �� ���� 𝑘 ����� ������� �� �� ���� (𝑛𝑘) ����� �� ���� ����

�� �� ������ 𝑘 �������� ��� �� 𝑛 ����� ����� ���� �� ������� �� ���� ���� �

���� ���� �� ������ �	 �� �	 ��� ��� ���������� �� � �� ⋃︀𝑈 ⋃︀ = (𝑛𝑘)
𝑘� ���� ���� ����

��� ��� 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑈 � ∏︁𝑥 − 𝑧∏︁� ⩽ ∏︁𝑥 − 𝑧∏︁

� ��������

��



������� �� ����� �� ���� ��	

𝑥𝑖 − 𝑧𝑖 =

)︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌋︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀]︀

� 𝑖𝑓 𝑥𝑖 = 𝑧𝑖

	 𝑖𝑓 𝑥𝑖 = 	, 𝑧𝑖 = � 𝑜𝑟 𝑥𝑖 = �, 𝑧𝑖 = −	
−	 𝑖𝑓 𝑥𝑖 = −	, 𝑧𝑖 = � 𝑜𝑟 𝑥𝑖 = �, 𝑧𝑖 = 	


 𝑖𝑓 𝑥𝑖 = 	, 𝑧𝑖 = −	
−
 𝑖𝑓 𝑥𝑖 = −	, 𝑧𝑖 = 	.

����

⋃︀𝑥𝑖 − 𝑧𝑖⋃︀ =
)︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌋︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀]︀

� 𝑖𝑓 𝑥𝑖 = 𝑧𝑖

	 𝑖𝑓 𝑥𝑖 = �, 𝑧𝑖 ≠ � 𝑜𝑟 𝑥𝑖 ≠ �, 𝑧𝑖 = �


 𝑖𝑓 𝑥𝑖𝑧𝑖 = −	.
�������� ���� ∏︁𝑥𝑖 − 𝑧𝑖∏︁� = ∑

𝑥𝑖≠𝑧𝑖
⋃︀𝑥𝑖−𝑧𝑖⋃︀⋃︀𝑥𝑖−𝑧𝑖⋃︀ �� ∏︁𝑥𝑖 − 𝑧𝑖∏︁

 = ∑

𝑥𝑖≠𝑧𝑖 ⋃︀𝑥𝑖 − 𝑧𝑖⋃︀
� �� �� ����� ����

��� ⋃︀𝑥𝑖 − 𝑧𝑖⋃︀ = 	 ��� ⋃︀𝑥𝑖−𝑧𝑖⋃︀⋃︀𝑥𝑖−𝑧𝑖⋃︀ = 	 = ⋃︀𝑥𝑖 − 𝑧	⋃︀
 ��� ��� ⋃︀𝑥𝑖 − 𝑧𝑖⋃︀ = 
 ��� ⋃︀𝑥𝑖−𝑧𝑖⋃︀⋃︀𝑥𝑖−𝑧𝑖⋃︀ = 	 < 

 =
⋃︀𝑥𝑖 − 𝑧𝑖⋃︀
�
�� � �������� ∏︁𝑥 − 𝑧∏︁� ⩽ ∏︁𝑥 − 𝑧∏︁

�
��� �� �� ��
� ∏︁𝑥 − 𝑧∏︁

 ⩽ 𝑘⇑
 ��� ∏︁𝑥 − 𝑧∏︁� ⩽ 𝑘⇑
 �� �� ���� �� ��� ���� ��� ����

���� 𝑥 ∈ 𝑈 � �� ������� �� 𝑘 �� ��� �� ���� �� ���� 𝑚�

)︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌋︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀]︀
𝑘

 𝑘, 𝑒𝑣𝑒𝑛

𝑘−	

 𝑘, 𝑜𝑑𝑑

� ⟨︀𝑘
 ⧹︀�

⋂︀{𝑧 ∈ 𝑈 ∶ ∏︁𝑥 − 𝑧∏︁

 ⩽ 𝑘⇑
}⋂︀ ⩽ ⋂︀{𝑧 ∈ 𝑈 ∶ ∏︁𝑥 − 𝑧∏︁� ⩽ 𝑘⇑
}⋂︀ ⩽ (𝑛
𝑚
)�𝑘⇑
 .

��� ���� ��������� 	�����������

�� {𝑧 ∈ 𝑈 ∶ ∏︁𝑥 − 𝑧∏︁

 ⩽ 𝑘⇑
} �� ��� � �� {𝑧 ∈ 𝑈 ∶ ∏︁𝑥 − 𝑧∏︁� ⩽ 𝑘⇑
}� ��� �� 
� 𝑧 ∈ 𝐴 ���

∏︁𝑥 − 𝑧∏︁

 ⩽ 𝑘⇑
� ��� ∏︁𝑥 − 𝑧∏︁� ⩽ ∏︁𝑥 − 𝑧∏︁

 ⩽ 𝑘⇑
� ��� ∏︁𝑥 − 𝑧∏︁� ⩽ 𝑘⇑
 �� �� �������

���� 𝑧 ∈ 𝐵� �� ���� �������� 𝐴 ⊆ 𝐵� �� ���� ������� ⋃︀𝐴⋃︀ ⩽ ⋃︀𝐵⋃︀�
��� ����� ��������� 	�����������


� ∏︁𝑥 − 𝑧∏︁� ⩽ 𝑘

 ��� 𝑥 �� 𝑧 ���� ���� �� ���� ⟨︀𝑘
 ⧹︀ = 𝑚 ������� ����������� ���

���������� �� ��� ��� 𝑧 ∈ 𝑈 ���� ���� 𝑧 �� 𝑥 ���� �� ���� ⟨︀𝑘
 ⧹︀ ������� ������ ����
�� ������ � (𝑛

𝑚
)�𝑘⇑
�

����� ���� ��� ���������� �� 𝑈 �� (𝑛
𝑘
)
𝑘� ������� ��� ��� 𝐴� = {𝑧 ∈ 𝑈 ∶ ∏︁𝑥� − 𝑧∏︁

 ⩽

��



������� �� ����� �� ���� ��	

𝑘⇑
} ���� ���������� ���� ��� �� ����� �� (𝑛
𝑚
)�𝑘⇑
� 
� �� ����� ���� ��� ��� �𝐴� = {𝑧 ∈

𝑈 ∶ ∏︁𝑥� − 𝑧∏︁

 < 𝑘⇑
} �� � ������ �� 𝐴�� �� ���� ��������� �𝐴� ⊂ 𝐴� ⊂ 𝑈 � �� ��������

𝑋� ��������� ��� �������� �� ��� ������ ������� �� ���
 𝑥	 ∉ �𝐴� �� ∏︁𝑥� − 𝑥	∏︁
 ⩾⌈︂
𝑘⇑
� �� ������� ��� ��� �𝐴	 = {𝑧 ∈ 𝑈 ∶ ∏︁𝑥	 − 𝑧∏︁

 < 𝑘⇑
} ��� ⋂︀ �𝐴	⋂︀ ⩽ (𝑛𝑚)�𝑘⇑
� ��� ��

���
 𝑥
� ���� ����� 𝑥
 ∉ �𝐴� �� 𝑥
 ∉ �𝐴	 �� 𝑥
 ∈ �𝐴𝑐
� ∩ �𝐴𝑐

	� �� �� ������ ���� ������� �

����� �� �������� ��� ��� � �� ����������� ������� ����� ���� ������� ��� �������

�� ���� ������ ��� ����� ���� ������� ������ ��� ����� 𝑁 ����� �𝐴�, �𝐴	, �𝐴
⋯, �𝐴𝑁

��� �������� ���	��� ������� �� 𝑈 � ����� ����� 𝑁 ����� �� ��� ���� ����� ��� ��

�����

(𝑛
𝑘
)
𝑘 −𝑁(𝑛

𝑚
)�𝑘⇑
 .

����� ���� �� ���
 ����� ���� �� �� �������� � ��� �� ���� ⋃︀𝑋 ⋃︀ = 𝑁 �������� ����

𝑁 (𝑛
𝑚
)�𝑘⇑
 ⩽ (𝑛

𝑘
)
𝑘. ���	�

��� ������� ���� ��� 𝑘 �� ���� 𝑚 = 𝑘

 ���

(𝑛
𝑘
)

( 𝑛
𝑘⇑
) =

(𝑘⇑
)�(𝑛 − 𝑘⇑
)�
𝑘�(𝑛 − 𝑘)� = (𝑛 − 𝑘⇑
)(𝑛 − 𝑘⇑
 − 	)⋯(𝑛 − 𝑘 + 	)

𝑘(𝑘 − 	)⋯(𝑘 − 𝑘⇑
 + 	) = 𝑘⇑
∏
𝑖=	

𝑛 − 𝑘 + 𝑖

𝑘⇑
 + 𝑖
. ���
�

������� 𝜑(𝑖) = 𝑛 − 𝑘 + 𝑖

𝑘⇑
 + 𝑖
� ��� 𝜑′(𝑖) = (𝑘⇑
 + 𝑖) − (𝑛 − 𝑘 + 𝑖)(𝑘⇑
 + 𝑖)
 = �𝑘⇑
 − 𝑛(𝑘⇑
 + 𝑖)
 � �� ����

�� ����������

𝑘 < 𝑛⇑
⇒ �𝑘⇑
 < �𝑛⇑� < 𝑛 �� �� ������� ���� �𝑘⇑
 − 𝑛 < �.

���� ��� ��������� �� ������ �������� �� ���� ���� 𝜑′(𝑖) < �� �� ��� ������ 𝜑(𝑖)
�� ���������� ��������� �� ���� ��� ������ �� 𝑖 = 𝑘⇑
 ��

𝑘⇑
∏
𝑖=	

𝑛 − 𝑘 + 𝑖

𝑘⇑
 + 𝑖
⩾ (𝑛

𝑘
− 	



)𝑘⇑
 .

��� ���
 �� ��� ������� �� ���� 𝑁 ����

𝑁 ⩽ (𝑛
𝑘
)

( 𝑛
𝑘⇑
)


𝑘

�𝑘⇑
 = (𝑛
𝑘
)

( 𝑛
𝑘⇑
)(

�

�
)𝑘⇑
 .

�



������� �� ����� �� ���� ��	

�� ���������� 𝑘 < 𝑛⇑
 �� ����������� 𝑛
𝑘 > 
� �� −𝑛

𝑘 < −
� �� ������� �� � �� �����

− 𝑛
�𝑘 < −


� = −	

 ��

(𝑛
𝑘
)

( 𝑛
𝑘⇑
)(

�

�
)𝑘⇑
 > (𝑛

𝑘
− 	



)𝑘⇑
(�

�
)𝑘⇑


> (𝑛
𝑘
− 𝑛

�𝑘
)𝑘⇑
(�

�
)𝑘⇑


= (�
�

𝑛

𝑘
)𝑘⇑
(�

�
)𝑘⇑


= (𝑛
𝑘
)𝑘⇑
.

��� �� ��� �� 	������ ��� ���� ��� 𝑘 �� ����

�� ������� 𝑚 = 𝑘−	

 � ��� ��� ��������� 𝐵.	 �� ��� ���� ���� 𝑘 = 
𝑚 + 	 ���� ����

���

(𝑛
𝑘
)

(𝑛
𝑚
) = (𝑛 −𝑚)�𝑚�(𝑛 − 𝑘)�𝑘�
= (𝑛 −𝑚)(𝑛 −𝑚 − 	)⋯(𝑛 − 
𝑚)(
𝑚 + 	)(
𝑚)⋯(𝑚 + 	)
= 𝑚∏

𝑖=�
𝑛 − 
𝑚 + 𝑖

𝑚 + 	 + 𝑖
.

�����

������� 𝜑(𝑖) = 𝑛 − 
𝑚 + 𝑖

𝑚 + 	 + 𝑖
��� 𝜑′(𝑖) = 𝑚 + 	 + 𝑖 − (𝑛 − 
𝑚 + 𝑖)(𝑚 + 	 + 𝑖)
 = �𝑚 − 𝑛 + 	(𝑚 + 	 + 𝑖)
 ,

�� 
�� 𝑘 = 
𝑚 + 	 �� 𝑘 < 𝑛⇑
, �� ����������, 
𝑘 − 𝑛 < � �� 
𝑘 = �𝑚 + 


�� 
𝑘 − 𝑛 = �𝑚 − 𝑛 + 
 = �𝑚 − 𝑛 + 	 + (︀𝑚 + 	⌋︀ < �

��������� ∶ �𝑚 − 𝑛 + 	 < −(︀𝑚 + 	⌋︀ < �

���� ��� ���������� (𝑚+	+𝑖)
� �� ������ �������� 𝜑′(𝑖) < �� �� 𝜑(𝑖) �� � ���������

��



������� �� ����� �� ���� ��	

������� �� �� ���� ���� ������ �� 𝑖 =𝑚 �� �� ������� �����

𝑚∏
𝑖=�

𝑛 − 
𝑚 + 𝑖

𝑚 + 	 + 𝑖

⩾ ( 𝑛 −𝑚


𝑚 + 	
)𝑚+	

= (𝑛
𝑘
− 𝑚


𝑚 + 	
)𝑚+	

> (𝑛
𝑘
− 	



)𝑚+	.

�� ���� �� ��� ����� �� �� � ������

𝑁 ⩽ (𝑛
𝑘
)

(𝑛
𝑚
) 
𝑘

�𝑘⇑
 = (𝑛
𝑘
)

(𝑛
𝑚
)(��)

𝑘⇑

. �����

��� 𝑘 = 
𝑚+	� ����� ���� �� ���������� 𝑘 < 𝑛⇑
� �� ����������� 𝑛
𝑘 > 
� �� −𝑛

𝑘 < −
�
�� ������� �� � �� ����� − 𝑛

�𝑘 < −

� = −	


 ��

(𝑛
𝑘
)

(𝑛
𝑚
)(��)𝑘⇑
 ⩾ (𝑛𝑘 − 𝑚


𝑚 + 	
)𝑚+	(�

�
)𝑘⇑


> (𝑛
𝑘
− 	



)𝑚+	(�

�
)𝑘⇑
 �� ���� − 𝑛

�𝑘
< −


�
= −	




> (𝑛
𝑘
− 𝑛

�𝑘
)𝑚 + 	(�

�
)𝑘⇑


> (�𝑛
�𝑘

)𝑚+	(�
�
)𝑚+	⇑


= (�𝑛
�𝑘

)𝑚(�𝑛
�𝑘

)(�
�
)𝑚(�

�
)	⇑


= (𝑛
𝑘
)𝑚(�𝑛

�𝑘
.

⌋︂
�
)

= (𝑛
𝑘
)𝑚(𝑛⌋︂�


𝑘
) �� ����

𝑛

𝑘
> 


> (𝑛
𝑘
)𝑚⌋︂�

�

�


> (𝑛
𝑘
)𝑚.

����� �� ��� ����� ���� ����� ���� �� ���� ��� ��� ��� ���� ��� 𝑘 = 
𝑚 ����

��



������� �� ����� �� ���� ��	

�� ���� ��� �� ��� ��� ��� ��� ����� ���� 𝑁 ���� ��� � 𝐵.	 �� �� �� ��������

𝑁 =
)︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌋︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀⌉︀]︀

[︂(𝑛
𝑘
)𝑚⌉︂ 𝑤ℎ𝑒𝑛 [︂(𝑛

𝑘
)𝑚⌉︂ ⩽ (𝑛

𝑘
)

(𝑛
𝑚
)(��)𝑘⇑


⟨︀(𝑛
𝑘
)𝑚⧹︀ 𝑂𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

. ����

��������� ��� ���� ���� �� ���� 𝑁 = [︂(𝑛𝑘 )𝑚⌉︂ ⩾ (𝑛𝑘)
𝑚

.

�� ���� 𝑁 = ⋃︀𝑋 ⋃︀� �� �����

��� ⋃︀𝑋 ⋃︀ ⩾𝑚 ���
𝑛

𝑘
.

��� �������� ������ ���� ��� ��������
(𝑛
𝑘
)

(𝑛
𝑚
)(��)𝑘⇑
 − [︂(𝑛𝑘 )𝑚⌉︂� �� ������ ������� ���

�����

�� � 𝐵.� 𝑁 = ⟨︀(𝑛
𝑘
)𝑚⧹︀ �� ���� ��� ����� ��������� �� ������ �����

��� ⋃︀𝑋 ⋃︀ ⩾𝑚 ���
𝑛

𝑘

��



������� �� ����� �� ���� ��	

������ ��	� ��� ������� ������� �� �������
(𝑛
𝑘
)

(𝑛
𝑚
)(��)𝑘⇑
 − [︂(𝑛𝑘 )𝑚⌉︂� ������ ���� ���

������� ���� ������� ��� 𝑋𝑌 ����

��



������� �

ℓ	������ ������ ����

����� ��	� ℓ	������ ������ ���� ������� ���� ��	� ������ ���� ���� � ������
������ ���� �� ������� ���� � ����� ������ �� �� ������������ �������������

	 clear


 path(path , './ Optimization ');

� % Initialize constants and variables

� rng (0); % set RNG seed

 dim_x = 50;

� dim_y = 50;

� n = dim_x * dim_y; % length of signal

� K = 100; % number of non -zero peaks

� m = 500; % number of measurements to take (

n < L)

	� x = zeros(n , 1); % original signal (K-sparse)

		
	
 % Generate signal with K randomly spread values

	� peaks = randperm(n);

	� peaks = peaks (1:K);

	 x(peaks) = rand(1, K)*256;

	�
	� amp = 1.2* max(abs(x));

	� figure;

	� subplot (4,1,1);


� plot(x);

��



������� �� ℓ	������ ������ ����


	 title('Original signal ');



 xlim ([1 n]);


� ylim ([0 amp]);


� grid on;




� x_org = x;


� x = x ./ 128;


�

� % Obtain m measurements

�� A = randn(m, n);

�	 y = A*x;

�
 subplot (4,1,2); plot(y); title('m measured values '); xlim

([1 m]); grid on;

��
�� % Perform Compressed Sensing recovery

� x0 = A.'*y;

�� xp = l1eq_pd(x0 , A, y);

��
�� xp = xp .* 128;

��
�� subplot (4,1,3);

�	 plot(real(xp));

�
 title('Recovered signal ');

�� xlim ([1 n]);

�� ylim ([0 amp]);

� grid on;

��
��
�� amp = 1.2* max(abs(x_org - xp));

�� subplot (4,1,4); plot(x_org - xp);

� title('Difference between original and recovered signal ');

	 xlim ([1 n]);


 ylim([-amp amp]);

� grid on;

�
 figure

� imagesc(imresize(reshape(x_org ,dim_x ,dim_y) ,1)); colorbar

� set(gca ,'FontSize ' ,12)

� set(gca ,'FontWeight ','bold')

�
�� figure

�	
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�	 imagesc(imresize(reshape(xp ,dim_x ,dim_y) ,1)); colorbar

�
 % pos = get(gca , 'Position ');

�� % pos (3) = 0.6;

�� % pos (1) = 0.5;

� % set(gca , 'Position ', pos)

�� set(gca ,'FontSize ' ,12)

�� set(gca ,'FontWeight ','bold')

�� % xlabel('Position of laser spot (um)', 'FontSize ', 12);

�
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	 clear; warning('off','all')



� n=1:400;

� m=1:n(end)/2;

 x = m;

�
� k = 2 * m ;

� for i=1:m(end)

� if ( mod(m(i) ,2) == 1 )

	� k(i) = 2 * m(i)+ 1;

		 end

	
 end

	�
	� f_m_n = NaN(size(m,2),size(n,2));

	
	� for i=1:m(end)

	� for j=2*k(i)+1:n(end)

	� m_i = m(i);

	� k_i = k(i);


� n_j = n(j);


	 cond_lhs = ceil ((n_j / k_i) .^ m_i);

��
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 cond_rhs = nchoosek(n_j ,k_i) / nchoosek(n_j ,m_i) *

(4.0/3.0) .^(k_i/2);


� if (cond_rhs -cond_lhs <= 0)


� fprintf('%d %d %d %3.2f %3.2f %3.2f\n',m_i ,k_i ,

n_j ,cond_lhs ,cond_rhs ,cond_rhs -cond_lhs)


 end


� f_m_n(m_i ,n_j) = cond_rhs -cond_lhs;


� end


� end


�
�� [X,Y] = meshgrid(n,m);

�	
�
 subplot (221)

�� mesh(X,Y,f_m_n)

�� set(gca , 'ZScale ', 'log')

� view ([0 90]); xlabel('n'); ylabel('m');

�� zlabel('cond\_rhs -cond\_lhs')

�� set(gca ,'ZTick ' ,[1e-10 1e0 1e10 1e20 1e30 1e40 1e50]);

�� zlim ([1e-10 1e50])

��
�� subplot (222)

�	 mesh(X,Y,f_m_n)

�
 set(gca , 'ZScale ', 'log')

�� view ([90 0]); xlabel('n'); ylabel('m');

�� zlabel('cond\_rhs -cond\_lhs')

� set(gca ,'ZTick ' ,[1e-10 1e0 1e10 1e20 1e30 1e40 1e50]);

�� zlim ([1e-10 1e50])

��
�� subplot (223)

�� mesh(X,Y,f_m_n)

� set(gca , 'ZScale ', 'log')

	 view ([0 0]); xlabel('n'); ylabel('m');


 zlabel('cond\_rhs -cond\_lhs')

� set(gca ,'ZTick ' ,[1e-10 1e0 1e10 1e20 1e30 1e40 1e50]);

� zlim ([1e-10 1e50])


� subplot (224)

� mesh(X,Y,f_m_n)

� set(gca , 'ZScale ', 'log')

� view ([-63 5]); xlabel('n'); ylabel('m')

�� zlabel('cond\_rhs -cond\_lhs')

��
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�	 zlim ([1e-10 1e50])

�
 set(gca ,'ZTick ' ,[1e-10 1e0 1e10 1e20 1e30 1e40 1e50]);

�
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